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VECTO

“* Vecto

** Téng va hiéu cua hai vecto

% Tich cla vectd véi mot sd

**» Toa do cua vectd va toa do cua diém

Trong vat i ta thuong gdp céc dai luong c6 hudng
nhu lyc, van téc, ... Ngudi ta dung vecto dé biéu
dién cée dai luong déb.
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A,

§1. CAC PINH NGHIA

Khdi niém vecto

Hinh 1.1

Céc miii tén trong hinh 1.1 biéu dién huéng chuyén dong clia 6t6 va may bay.

Cho doan thing AB. Néu ta chon diém A 1am diém ddu, diém B lam diém
cudi thi doan thang AB c6 huéng tir A dén B. Khi d6 ta n6i AB la mot doan
thdng c6 huong.

© Dinh nghia
. Vecto la mot doan thdng c6 huong.

Vecto ¢6 diém dau A, diém cudi B dugc ki _ \
hiéu la AB va doc 1a "vecto AB". Dé vé a) B
vecto AB ta vé doan thang AB va d4nh ddu

mii tén & ddu mit B (h.1.2a). y

Vecto con duge ki hieu 1a a, b, x, y, ..
khi khong can chi 1o diém ddu va diém cu6i b)
cua no (h.1.2b).

o3

Hinh 1.2

Véi hai diém A, B phan biét ta c6 dugc bao nhiéu vecta co diém dau va diém cui la
A hoac B.



2.

Vecto cling phuong, vecto cung huéng

DPuong thang di qua diém ddu va diém cudi cua mot vecto duoc goi la gid
cua vectd dé.

Az Hay nhan xét vé vi tri tuang ddi clia cac gia cla cac cap vectd sau : AB va CD,

PQ va RS, EF va PQ (h.1.3).

Hinh 1.3

Dinh nghia

Hai vecto dugc goi la cung phuong néu gid cua ching song
- song hodc trung nhau.

Trén hinh 1.3, hai vecto AB va CD cing phuong va cé cung huéng di tir
trai sang phai. Ta ndi AB va CD 14 hai vecto cung hu&ng. Hai vecto P_Q. va
RS cung phuong nhung ¢ hudéng nguge nhau. Ta noéi hai vecto P_Q. va RS
12 hai vecto nguoc hudng.

Nhur vay, néu hai vecto ciing phuong thi ching chi c6 thé ciing hudng hoac
nguoc hudng.

Nhdn xét. Ba diém phan biét A, B, C thing hang khi va chi khi hai vecto AB
va AC cung phuong.

That vay, néu hai vecto AB va AC cing phuong thi hai duong thang AB va
AC song song hodc trung nhau. Vi ching c¢6 chung diém A nén chiing phai
trung nhau. Vay ba diém A, B, C thang hang.
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A,

A,

Nguoc lai, néu ba diém A, B, C thing hang thi hai vecto AB vd AC c6 gi
trung nhau nén ching ciing phuong.

Khang dinh sau dting hay sai ;

Né&u ba diém phan biét A, B, C thang hang thi hai vecto AB va BC cling hudng.

Hai vecto béng nhau |

Mai vecto c6 mot do dai, d6 1a khodng cach giita diém d4u va diém cuéi cla
vecto d6. Do dai ciia AB duoc ki hieu 1 |AB], nhu vay [4B| = 4B.

Vecto c6 do dai bang 1 goi 1a vecto don vi.

Hai vecto a va b duoc goi 1a bang nhau néu ching cing hudng va c6 cling
d6 dai, ki hieu a = b.

Chu y. Khi cho trudc vecto a va diém O, thi ta luén tim dugc mot diém A
duy nhat sao cho OA=a.

Goi O Ia tam hinh luc giac déu ABCDEF. Hay chi ra cac vecto bang vecto OA.

Vecto - khéng

Ta biét rang méi vecto c6 mot diém ddu va mot diém cudi va hoan toan duoc
x4c dinh khi biét diém ddu va diém cudi cha né.

Bay gidy v6i mot diém A bat ki ta quy udc c6 mot vecto ddc biét ma diém ddu
va diém cudi déu 1 A. Vecto nay duoc ki hieu 1a AA va goi la vecto - khong.
Vecto AA nim trén moi dudng thang di qua A, vi vay ta quy udc
vecto - khong cung phuong, cung hudng v61 moi vecto. Ta cling quy udc
rang |ﬂ| = 0. Do d6 c6 thé coi moi vecto - khong déu bang nhau. Ta ki
hiéu vecto - khong 12 0. Nhu vay 0= AA = BB = ... v6i moi diém A, B...
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Cdau héi va badi tdp

Cho ba vecto 2, B ¢ déu khic vecto 0. Céc khang dinh sau diing hay sai ?
a) Néu hai vecto a, b clng phuong véi ¢ thi a va b ciing phuong.
b) Néu a, b ciing nguoc huéng véi ¢ thi a va b cling hudng.

Trong hinh 1.4, hidy chi ra cic vecto cung phuong, cing huéng, ngugc huéng
va cé4c vecto bang nhau.

sl_ |
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Hinh 1.4

Cho tif gidc ABCD. Ching minh rang tif gidc d6 12 hinh binh hanh khi va chi
khi AB=DC.

Cho lu.c gidc déu ABCDEF ¢6 tam O.
a) Tim céc vecto khic 0 va cung phuong véi OA ;o

b) Tim céc vecto bang vecto AB.



§2. TONG VA HIEU CUA HAI VECTO

1. 18ng cua hai vecto

Hinh 1.5

Trén hinh 1.5, hai ngudi di doc hai bén b kénh va cung kéo mot con thuyén
v6i hai luc F, va F, . Hailuc F; va F, tao nén hop luc F 12 tdng cla hai

luc 1?1' va F; , 1am thuyén chuyén dong.

Dinh nghia

Cho haz vecto a va b Ldy mot dzem A tuy vy, vé AB a va
BC=b.Vecto AC duoc goi la tong cua _hai vecto a va b.

Ta ki hiéu tong cua hai vecto a va blaa+b. Vay
AC=a+b (h.1.6).

Phép todn tim 16ng cua hai vecto con dugc goi la phép cong vecto.

Hinh 1.6



2. Quy tdc hinh binh hanh
Néu ABCD la hinh binh hanh thi AB+ AD = AC .

i

Hinh 1.7
Trén hinh 1.5, hop luc cdia hai luc £, va F, 1a lyc F duoc xac dinh bang
quy téc hinh binh hanh.

3. Tinh chét cla phép cdng cdc vecto

- =

Vé‘ibavector;, b, c tay ytacéd
:1 + l; = l; + :z (tinh chat giao hoan) ;
(a +b)+c¢ =a+(b+ c)(tinh chat két hop) ;

a+0=0+a=a (tinh chat cua vecto - khong).

Hinh 1.8 minh hoa cho céc tinh chat trén.

Hinh 1.8

A1 Hay kiém tra cac tinh chat cla phép cong trén hinh 1.8.



4. Hiéu cua hai vecto

a) Vecto doi

Az Vé hinh binh hanh ABCD. Hay nhan xét vé d6 dai va huéng clia hai vecto AB
va CD.

Cho vecto a. Vecto co cung do6 dai va ngugc huéng véi a dugc goi la vecto
doi cua vecto a ki hiéula —

MBSi vecto déu c6 vecta doi, chang han vecto déi cua AB la BA , nghia [a
~AB=BA.

Dac biét, vecto d6i cla vecto 0 12 vecto 0.

@f Vi du 1. Néu D, E, F lan luot 12 trung diém cta cdc canh BC, CA, AB cla
tam giac ABC (h.1.9), khi d6 ta cé

EﬁZ—D_C:, A
BD = —EF,
EA=—EC. F E
B D Cc
Hinh 1.9

A\, cho 2B+ BC=0. Hay chitng 16 BC 1a vectd d6i ciia AB .

b) Pinh nghia hiéu cua hai vecto

Cho hai vecto a va b.Ta goi hiéu cua hai vecto a va b la
vecto a+ (—b ), ki hiéu a — b.

Nhu vay

Q!

b=a+(-b).
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Tir dinh nghia hiéu cua hai vecto, suy ra A

Véi ba diém O, A, B tuy ¥ ta c6 AB=0B-0A (h.1.10).

Hinh 1.10
A4 Hay giai thich vi sao hiéu cta hai vecto OB va OA la vecto AB.

15 Chi y. 1) Phép todn tim hiéu cua hai vecto con dugc goi 1a phép trir vecto.
2) Véi ba diém tiy ¥ A, B, C ta ludn ¢6 :

AB+ BC = AC (quy tic ba diém) ;

—_— — —

AB - AC = CB (quy tac triy).
Thuc chat hai quy tic trén dugc suy ra tir phép cong vecto.

—_— —— — —

Vidu 2. Véi bon diém bat ki A, B, C, D taluon c6 AB+CD = AD+CB.
That vay, ldy mot diém O tuy ¥ ta c6

_— — — — — — N

AB+CD=0B-0A+0D-0C =0D-0A+0B-0C = AD+CB.

5. Apdung

a) Diém I la trung diém ciia doan thdng AB khi va chi khi JA+IB=0.
b) Piém G la trong tam cua tam gidc ABC khi va chi khi GA+GB+GC =0.

CHUNG MINH

b) Trong tam G cua tam gidc ABC nim
trén trung tuyén Al. Ly D la diém d6i
xing v6i G qua [. Khi d6 BGCD 1la
hinh binh hanh va G 1a trung diém cla
doan thing AD. Suy ra GB +GC = GD
va GA+GD=0.Tacé

_— —_— _—_ —_— _—_ —

GA+GB+GC=GA+GD =0.

Hinh 1.11
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10.

12

Nguoc lai, gid st GA+GB+GC =0. V& hinh binh hanh BGCD c6 I 12 giao
diém ctia hai duorng chéo. Khi d6 GB+GC = GD suy ra GA+GD = 0 nén

G 1a trung diém cta doan thing AD. Do d6 ba dlem A, G, I thing hang,
GA =2Gl, diém G nam gitta A va I. Vay G la trong tam cua tam giac ABC.

Cau hdi va bai tap

Cho doan thang AB va diém M nim giita A v B sao cho AM > MB. V& cic
vectd MA+MB vi MA-MB.

Cho hinh binh hanh ABCD vd mot diém M tiy y. Chimg minh rang
MA+MC = MB+MD.
Chimng minh rang déi véi tit gidc ABCD bat ki ta ludn c6

—_— _— RN RN - NN EE— —_— RN

a) AB+BC+CD+DA=0 ; b) AB-AD=CB-CD.
Cho tam gidc ABC. Bén ngbéi cta tam gidc v& cdc hinh binh hanh ABIJ,
BCPQ, CARS. Chiing minh ring RJ +1Q+PS=0.

Cho tam gidc déu ABC canh bang a. Tinh d¢ dai cua cac vecto AB+BC va
AB-BC.

Cho hinh binh hanh ABCD ¢6 tam O. Chitng minh ring

a) CO—OB=BA : b) AB—BC = DB :
¢) DA—-DB=0D-0C : d) DA-DB+DC =0.

Cho a, b 1a hai vecto khac 0. Khi nao c6 déng thuc
a) la+2| =lal + 13 ; b) la+8=la-5l.
Cho la + 5 =0. So sénh do dai, phuong va huéng ciia hai vects @ va b.

Chiing minh ring AB =CD khi va chi khi trung di€ém cia hai doan thing AD
va BC trung nhau.

Cho ba luc F,=m E:ﬁ va Ezm cung tic dong vao mot vat tai
diém M va vat ding yén. Cho biét cudng do ctia F, F, déu Ia 100 N va
AMB = 60° . Tim cudng do va hudng cua luc E :



Théng thudng ngusi ta van nghi rang gio
thSi vé hudng nao thi sé ddy thuyén budm
vé huéng d6. Trong thuc t& con ngudi da
nghién ciu tim cach Igi dung slc gié lam
cho thuyén buém chay ngugc chiéu gio.
Vay ngudi ta da lam nhu thé nao dé thuc
hién dugc diéu tudng chimg nhu vo 1i d6 ?

N6i mét cach chinh xac thi ngudi ta ¢6 thé 1am cho thuyén chuyén déng theo mot
7 ~ X 1 7 ~ ate 7,0 . e 2. 2 a \
géc nhon, gan bang 2 gbc vubng déi vai chiéu gié thoi. Chuyén dong nay dugc

thuc hién theo dudng dich dac nham téi huéng can dén clia muc tiéu.

"Dé lam ducc diéu do ta dat thuyén theo huong TT' va dat buém theo phuong BB’
nhu hinh vé.

ioh Khi d6 gid thdi tac déng lén mét
A buém mét luc. Téng hop luc 1a Iuc f
% c6 diém dat & chinh gilta buém. Luc

f dugc phan tich thanh hai luc : luc

) S ;)vuc”)ng géc voi canh buém BB’ va
y luc g theo chidu doc canh bubm. Ta
/\’/ c6 f=p+q.Luc g nay khéng ddy
budm di dau ca vi luc ¢an cla gid doi

K véi budm khong dang ké. Luc dé chi
con luc pddy budm dudi mét goc

. ..»"  vubng. Nhu vay khi cé gi6 thdi, luén
y luén c6 mot luc ;) vuodng gbc vdi mat

: . phdng BB’ cla budm. Luc B nay
Hinh 1.12 Xudt phdt

dugc phan tich thanh luc r vuéng
gbc véi s6ng thuyén va Iuc s doc theo sdng thuyén TT* hudng vé mii thuyén. Khi
dotacd p=s+r.Luc r ratnhd so véi sitc can rat 16n clia nude, do thuyén budm
c6 s6ng thuyén rat sau. Chi con Iuc s hudng vé phia trudc doc theo séng thuyén
ddy thuyén di mot géc nhon ngudc vdi chiéu gié théi. Bang cach déi huéng thuyén

theo con dudng dich déc, thuyén cb6 thé di tai dich theo hudng ngugc chiéu gid ma
khong can luc ddy.
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§3. TICH CUA VECTG Vi MOT SO

A1 Cho vecto a # 0. Xac dinh d6 dai va huéng cuia vecta a+a.

- Dinh nghia

Cho s6' k #0 va vecto a # 0 Tich cua vecto a voi s6 k la
mot vecto, kz hiéu la ka cung huong vai a néu k > 0, nguoc

huéng voi a néu k < 0 va c¢é dé dai bang |k’|a|

Taquyuc’icO;z =0.k0 = 0.

Nguoi ta con goi tich cha vecto véi mot s6 1a tich ciia mot s6'voi mot vecto.

E@f Vi du 1. Cho G la trong tam cla tam gidc ABC, D va E 1an lugt 1a trung diém
ctia BC va AC. Khi d6 tacé (h1.13)

GA=(-2)GD ,
AD =3GD,
D—E{_i}@'.
2
5 # 5 # C
Hinh 1.13

2. Tinh chét

Vi hai vecto @ va b bat ki, véi moi s6 / va k, ta c6
k(a+b)=ka+kb :

(h+ k);=ll;+k; ;

h(ka)=(hk)a :

—

l.a=a,(-).a=-a.

Az Tim vectd d6i clia cac vecto k a valda - 4b.
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A,

Trung diém clia doan thdng va trong tam cua tam giée

a) Néu / la trung di€ém cua doan thang’ AB thi v6i moi diém M ta co
MA + MB = 2M] .

b) Néu G la trong tar tam cla tam gidc ABC thi véi moi diém M ta ¢b

—_— e —

MA+MB+MC = 3MG

Hay st dung muc 5 clia §2 dé ching minh cac khang dinh trén.

Diéu kién dé hai vecto cling phuong

Diéu kién can va du dé hai vecto a va b (b#0) ciing phitong la c6 mét sé
kdé a=kb.

That vay, néu a = kb thi hai vecto @ va b cung phuong.

Ngugc lai, gia st a va b cung phuong. Ta lay k—— néu a va b clng

5|

-

huéng va lay k = | néu a va b nguoc huéng. Khi do tacé a=kb.

\b
Nhdén xét. Ba diém phan biét A, B, C thang hang khi va chi khi c6 s6 k khac 0
dé AB =kAC .

Phan tich mét vecto theo hai vecto khdng cung phuong
Cho a= OA, b=0B 14 hai vecto khong
ciing phuong va x =0C 1a mot vecto tity
y. Ké CA' // OB va CB' /| OA (h. 1.14).
Khi d6 x=0C=0A"+0B . Vi OA' va
a 12 hai vecto cung phuong nén cé s6 A
dé OA'=ha. Vi OB va b cung phuong
nén c6 s6 k dé OB" = kb .

o T B B
Vay x=ha+kb. Hinh 1.14
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Khi dé ta ndi vecto x duge phan tich (hay con dugc goi 12 biéu thi) theo hai vectg
khong ciing phuong a va b .

Mot cach téng quét ngudi ta chimg minh duge ménh dé quan trong sau day :

Cho hai vecto a va b khéng cung phuong. Khz dé moi vecto X déu phdn
tich dwoc mot cdch duy nhat theo hai vecto a va b, nghia la co duy nhdt
cdp s6 h, k sao cho x-ha+kb.

Bai todn sau cho ta cdch phan tich trong mot s6 trudng hgp cu thé.

Bdi todn. Cho tam gidc ABC vé6i trong tam G. Goi I Ia trung diém ctia doan

. 1
AG va K la diém trén canh AB sao cho AK = EAB .

—_ — — —

a) Hay phan tich Al, AK, CI, CK theo a=CA, b=CB:
b) Chimg minh ba diém C, I, K thang hang.

GIAI
a) Goi AD la trung tuyén ctia tam gidc ABC (h. 1.15). Ta ¢6

Do dé A
K

— 1—. —_— - -
i=lag=lap=1;_1;. 3 7

2 3 6 3

] I I .
AK =—AB=—(CB-CA)=—~(b-a) ; 5

5 5 5 o b3 5
Ci=Ch+al=a+1p-La-15:2;. Hinh 1.15

6 3 6 3

C_K. a+A_K. a+;b—é_‘:15+42.

b) Tir tinh toan trén ta c6 CK = %Ei . Vay ba diém C, I, K thang hang.



Cau hadi va bdi tép

Cho hinh binh hanh ABCD. Ch(mg minh rang :

AB+AC+ AD = 2AC.

Cho AK va BM 1a hai trung tuyen clia tam glac ABC. Hay phan tich cic vecto

—_—— —_ -

AB, BC, CA theo hai vecto u =AK,v= BM

Trén dudng thing chia canh BC clia tam gidc ABC ldy mot diém M sao cho
MB =3MC . Hay phan tich vecto AM theo hai vecto u = AB va v = AC.

Goi AM la trung tuyén cua tam gidc ABC va D Ia trung diém cua doan AM.
Chimg minh rang

—_— — —

®2DA+DB+DC 0
l»20A+OB+0C:40D,wﬁOIQménmyy

Goi M va N lan luot 1a trung diém c4c canh AB va CD cua tt gidc ABCD.
Chiing minh rang :

—_— — — —

2MN AC+BD=BC+ AD.

Cho hai diém phan biét A va B. Tim diém K sao cho
3KA+2KB=0.

Cho tam gidc ABC. Tim diém M sao cho m+m+2m =0.

Cho luc gidc ABCDEF. Goi M, N, P, Q, R, S lan luot 1a trung diém cla céc
canh AB, BC, CD, DE, EF, FA. Ching minh rang hai tam gidc MPR va NQOS
¢6 clung trong tam.

Cho tam giac déu ABC ¢6 O la trong tam vad M 1a mot diém tuy ¥ trong tam
gidc. Goi D, E, F 1an lugt 1a chan dudng vuong géc ha tir M dén BC, AC, AB.
Chung minh rang

_—

MB+ME+M?=5MO.
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Ti lé vang

C-~clit (Euclide), nha toan hoc clia moi thoi dai da tung noéi dén “ti 1& vang” trong tac
pham béat hii clia 6ng mang tén “Nhing nguyén tac co ban”. Theo G-clit, didm /
trén doan AB dugdc goi ta diém chia doan AB theo 1 1é vang néu thoa man

Al AB
BT AL 0
A I B
Hinh 1.16
.. . Al AB
bat x=—=—taco AB = xAl va Al = xIB. S6 x d6 dugc goi 1a t/ Ié vang va

IB Al
diém I dugc goi la diém vang clia doan AB.

Dé tinh x, taco thé dat /B =1. TUu (1) ta cd

i=X—+1, hay x> -x-1=0,
1 X ,
titc 1a x:i*/——~161803

Véi ti 18 vang ngudi ta cé thé tao nén mot hinh chir nhat dep, can déi va gay hing
thi cho nhiéu nha hdi hoa kién trac. Vi du, khi dén tham quan dén Pac-té-néng 8
A-ten (Hi Lap) ngudi ta thdy kich thudc cac hinh hinh hoc trong dén phan I6n chiu
anh hudng cla ti 1& vang. Nha tam Ii hoc ngudi Bic Phit-né (Fichner) da quan sat
va do hang nghin dé vat thudng dung trong ddi séng nhu 6 clra s8, trang gidy viét,
bia sach... va so sanh kich thudc gilta chiéu dai va chiéu ngang clia ching thi thay
ti 86 gan bang ti 1& vang.

Hinh1.17. Dén Pac-té-néng va dudng nét kién truc cia né.



Pé dung diém vang / clia doan AB = a ta lam nhu sau :

o a . n L 2
Vé& tam gidc ABC vubng tai B, v8i BC = 3 budng tron tam C ban kinh g cat AC

tai E. Budng tron tam A ban kinh AE cat AB tai I.

TacéAC=a—2@véAE=A1=g(\/§—1).Dodé%3=a a :J§2+1_
~(/5-1)
2
C
B
A A
36° IX72°HH /B
F
Hinh 1.18 Hinh 1.19

SU dung diém vang / ta c6 thé dung dudc goc 72°, tir dé dung dudc ngii giac déu
cting nhu ngdi sao nam canh nhu sau :

Ta dung dudng tron tdm / ban kinh IA cat trung truc cla /B tai F ta dudc
FAB =36° va ABF =72° (h.1.18).

M6t ngll giac déu noi tiép dudng tron trén ¢ hai dinh lién tiép la F va diém xuyén
tam d6i A' cla A. Tir d6 ta dung duge ngay ba dinh con lai cha ngi giac déu.

Can luu y réng trén ngdi sao nam canh trong hinh 1.19 thi ti s % = % chinh la

ti 1& vang. Ngdi sao vang nam canh cla Quéc ki nudc ta dudc dung theo ti s6 nay.
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§4. HE TRUC TOA DO

Bic cuc
0. 80 80 70
60 60

50 50

40 /'Ne ork 40
L/ Greenwich
30 Py 30
20 20
[
10 | Bombay 10

\

90 80 70 6050 403020102 1'0203040 5060 70 80 90
0 Xich dao 0
10 ? “‘J 10

20 Rio de Janero 20

30 30
40 40
50 50
60 60
70 go go 70
Nam cuc

V6i méi cap s6 chi kinh d6 va vi dé ngudi ta xéc dinh dude mot diém trénTrai Dat.

1. Truc va dd ddi dai sé trén truc
a) Truc toa do (hay goi tat la truc) 1a mot dudng thang trén d6 da xac dinh
mot diém O goi Ja diém goc va mot vecto don vi e .
Ta ki hiéu truc d6 12 (O ; ¢) (h.1.20)

o @ M

»
»

Hinh 1.20

b) Cho M 1a mot diém wy ¥ trén truc (O ; e). Khi d6 ¢6 duy nhat mot 8 k

sao cho OM = ke . Ta goi 56 k dé la toa dé cua diém M doi véi truc dd cho.
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¢) Cho hai diém A va B trén truc (O ; e). Khi d6 6 duy nhat s6 a sao cho
AB =ae . Ta goi s6 a d6 1a dg dai dai sé' cua vecto AB d6i véi truc dd cho
va ki hieua = AB. |

Nhdn xét. Néu AB cung huéng véi e thi AB = AB,' con néu AB nguoc
huéng véi e thi AB = —AB.

Néu hai diém A va Btrén truc (O ; e ) ¢6 toa do Idn luot 1a a va b thi AB = b —a.

2. Hétructoadd
Trong muc ndy ta sé xay dung khdi niém heé truc toa do dé xéc dinh vi tri ctia
diém va ctia vecto trén mat phang.

A1 Hay tim cach xac dinh vi tri quan xe va quan ma trén ban cd vua (h.1.21)

Hinh 1.21

a) Dinh nghia

Hé truc toa déo (O ;_1:, _j:) goém hai truc (O ;_1'.) va (0 ; _j)
vudng goc voi nha_Lf. Diém goc O chung ciia hai truc goi la goc
toa do. Truc (O ;i) duoc goi la truc hoanh va ki hiéu la Ox,
truc (O ; ;’) duoc goi la truc tung va ki hiéu la Oy. Cac vecto

iva j la cdc vecto don vi trén Ox va Oy va il‘ = 'j‘ =] Hé

truc toa do (O 7 —j) con dugc ki hiéu la Oxy (h.1.22)
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yA

/ 1 > | } —
a) b)

Hinh 1.22

Mat phéng ma trén d6 da cho mot hé truc toa do Oxy dugc goi 1a mdt phdng
toa dé Oxy hay goi tat 1a mdt phdng Oxy.

b) Toa dé cua vecto

Az Hay phan tich cac vecto 5, b theo hai vecto | va ] trong hinh (h.1.23)

Hinh 1.23

Trong mat phang Oxy cho mét vecto u tuy y. V& OA = u va go1 Aj, Ay
lan luot 1a hinh chi€u vudng gbéc cia A 1én Ox va Oy (h 1.24). Ta co

—_— — —

OA = OA| +0A, va cdp s6 duy nhit (x ; y) dé OAI =xi, 0A2 = yj Nhu

—

VAy u=xi+yj.
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Cap s6 (x ; y) duy nhat d6 duogc goi la roa
do cua vecto u doi véi hé toa d6 Oxy va
viet u = (x; y) hoac ;(x ; y). S6 thit nhat x
20i 1a hoanh dé, s6 thit hai y goi la tung do

clla vecto u .

Nhu vay

;=(x;y) @;=x7+y;'

Hinh 1.24

Nhdén xét. Tur dinh nghia toa do cua vecto, ta thdy hai vecto bang nhau khi
va chi khi chiing c6 hoanh d¢ bang nhau va tung dé bang nhau.

Néu;t.:(x;y),;'=(x';y')th‘1

- = |x=x
Uu=u'& ,
y=y

Nhu vay, méi vecto duge hoan toan xdc dinh khi biét toa do clia né.

¢) Toa dé ciia mot diém
Trong mat phang toa do Oxy cho mot diém M tuy y. Toa do cha vecto oM
déi véi hé truc Oxy dugc goi 1a toa do cua diem M d6i v6i hé truc dé
(h.1.25).

Nhu vy, cap s6 (x ; y) la toa do cua diém M - e

khi va chi khi OM = (x;y). Khi d6 taviet Ml Mxy
M(x ; y) hoac M = (x ; y). S6 x dugc goi la " |

hoanh dé, con s6 y dugc goi 1a rung do cha

diém M. Hoanh do ctia diém M con duoc ki g -Jﬂl'
M P N 9 .2 N L } < X i :
hiéu la x,,, tung do cua diém M con duoc ki o[y M,
M=(x;y) & OM=xi+yj Hinh 1.25

Chii y rang, néu MM, L Ox, MM, 1L Oy thix= OM, ,y= OM, .

23



Aa Tim toa d9 clia cac diém A, B, C trong hinh 1.26. Cho ba diém D(-2 ; 3), E(0 ; —4),
F(3;0). Hay v& cac diém D, E, F trén mét phdng Oxy.

Hinh 1.26

d) Lién hé giita toa do ciia diém va toa do ciia vecto trong mdt phdng

Cho hai di€m A(x,; y,) va B(xz: v,). Tacd

AB=(xp—x4: yp=Ya)-

Att Hay ching minh cdng thuc trén.

3. Toa dd cuacdc vecto u+v, u-v, ku

Ta ¢6 céc cong thiic sau :

Cho u =(u,;uy), v=(vy; vp).Khidé:-
Uy = +v Uy +v,);

U—v = —v ;=)

ku = (ku, s kuy ), k €R.
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@ Vi du 1. Cho a = (1;=2), b = (34, ¢ = (5 ; —1). Tim toa do vecto

As

—

u=2a+h-c.
Tacé 2a = (2; —4), 2a+b =(5;0), 2a+b-c =(0; 1).
Vay u =(0; 1).

Vidu2.Cho a =(1;-1), b =(2; 1). Hay phan tich vecto ¢ = (4 : —1) theo
avéB.
Gid sit ¢ =ka+hb = (k+2h ; ~k + h)

k+2h=4 k=2
Ta c6 =
k h=1.

Nhdn xét. Hai vecto u = (u,; u,), v = (v;;v,)voi v#0 cung phuong khi
va chi khi ¢6 mot so'k sao cho u, = kv, va u, = kv,
Toa dé trung diém clia doan théng. Toa dé cla trong tam tam gide
a) Cho doan thdng AB ¢6 A(x4; ya), B(xg; yg). Ta dé dang chimg minh
dugc toa do trung diém I(x;; y;) clia doan thang AB 1a :

_XatXp  _Yat)s
2 2

XJ

Goi G la trong tam cla tam giac ABC. Hay phan tich vecto OG theo ba vecto OA ,
OB va OC . Tir do hay tinh toa d6 cua G theo toa do cla A, Bva C.

b) Cho tam gidc ABC c6 A(x4; y4), B(xg; yg), C(xc; yc ). Khi dé toa do
cta trong tim G( x5 ; y5 ) cla tam gidc ABC dugc tinh theo cong thic :

:XA+XB+XC :yA+yB+yC

X,
G 3 3
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BE vi dy. Cho A 5 0), BO : 4), C(1 ; 3). Tim toa do trung diém I cta doan

thang AB va toa do cla trong tam G clia tam gidc ABC.

2+0 0+4
Ta co yvy=—n=1, =—0=2:
/ > Y >
2+0+1 0+4+3 7
Xg=—— = 1, Vo = =_.

3 3 3

Cdau hadi va bdi tép

Trén truc (O : e ) cho cac diém A, B, M, N ¢6 toa do lan luot 1a -1, 2, 3, —2.

a) Hiy V& truc va biéu dién cdc diém da cho trén truc ;

b) Tinh do dai dai s6 cia AB va MN . Tit d6 suy ra hai vecto AB va MN
ngugc hudng.

Trong mat phang toa do cdc ménh dé sau ding hay sai ?

a) a= (-=3;0)va i = (1; 0) 1a hai vecto nguoc hudng ;

b) a = (3;4)va b= (=3 ; —4) la hai vecto doi nhau ;

) a = (5:3)va b = (3; 5) la hai vecto d6i nhau ;

d) Hai vecto bang nhau khi va chi khi ching cé hoanh do bang nhau va tung
do bang nhau.

Tim toa do cua céc vecto sau :
a) a=2i ; . b) b=-3j ;
) c=3i-4j ; | d)d=0,2i+3].

Trong mat phang Oxy. Céc khang dinh sau diing hay sai ?

a) Toa do cha diém A 12 toa d6 ciia vecto OA :

b) Diém A nam trén truc hoanh thi ¢6 tung do bang 0 ;

¢) Diém A nam trén truc tung thi ¢6 hoanh d6 bang 0 ;

d) Hoanh do va tung do cua diém A bang nhau khi va chi khi A ndm trén
dudng phan gidc ctia géc phan tu thi nhat.



Trong mat phang toa do Oxy cho diém M(xy ; Yo)-

a) Tim toa do cta diém A d6i xting v6i M qua truc Ox ;

b) Tim toa do ctia diém B d6i xing véi M qua truc Oy ;

¢) Tim toa do diém C do6i xing v6i M qua goc O.

Cho hinh binh hanh ABCD c¢é A(-1;=2), B(3; 2), C(4 ; —1). Tim toa do dinh D.

Céc diém A’(= 4 ; 1), B'(2 ; 4) va C'(2 ; =2) 1an luot 1a trung diém cac canh
BC, CA va AB cua tam gidc ABC. Tinh toa do cac dinh cia tam gidc ABC.
Ching minh rang trong tam cla céc tam giac ABC va A’B’C’ tring nhau.

Cho a= (2 -2), B = (1 ; 4). Hay phan tich vecto Z = (5 ; 0) theo hai vecto

avab

ON TAP CHUONG I

1. CAU HOI VA BAI TAP

Cho luc glac déu ABCDEF ¢6 tam O. Hay chi ra céac vecto bang AB c6 diém
dau va diém cudi 12 O hoac cac dinh cba lyc giac.

Cho hai vecto a va b déu khac 0. Céc khang dinh sau déng hay sai ?

a) Hai vecto avab cung huéng thi cing phuong ;

b) Hai vecto b vakb cung phuong ;

c) Hai vecto a va (—2); cung huéng ; :

d) Hai vecto avab ngugc hudng véi vecto thit ba khdc 0 thi cung phuong.

T gidc ABCD 1 hinh gi néu AB = DC va |AB=|Bc].

Chimng minh ring |2+ 5| <|al +[8].

Cho tam gidc déu ABC noi tiép trong dudng tron tam O. Hay xéac dinh céc
diém M, N, P sao cho

a) O_'M:a+5é; b)aﬁ:O_.B+O—C; c)a.’:O—C+5/—1’.
Cho tam gidc déu ABC c6 canh bang a. Tinh
a) [4B +acl ; by [aB-acl.
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10.

11.

12.

13.
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Cho sdu diém M, N, P, O, R, S bat ki. Chiing minh ring
MP+NQ+RS =MS+NP+RQ.

Cho tam gidc OAB. Goi M va N lan lugt 12 trung diém cua OA va OB. Tim
cdc s6 m, n sao cho

a)O_M:mE{.+na3; b)m:mm+na3;
c)M_N.=mm+na¥; d)ME=m07+na?.

Chimg minh rang néu G va G’ 14n luot 1a trong tdm cua céc tam gidc ABC va
A'B'C’thi 3GG'= AA'+BB'+CC'.

Trong mat phang toa do Ouxy, cdc khang dinh sau diing hay sai ?

a) Hai vecto d6i nhau thi ching ¢6 hoanh d¢ d6i nhau ;

b) Vecto a#0 cing phuong véi vecto i néu a c6 hoanh do bang 0 ;

¢) Vecto a c6 hoanh do bang 0 thi cing phuong véi vecta J .

Choa=(2:;1),b=03:—4), ¢ =(=7:2).
a) Tim toa do cha vecto u=3a+2b-4c ;

b) Tim toa d¢ vecto x saocho x+a=b-c ;

¢) Tim cdc s6 k va h sao cho c=ka+hb.

Cho Z:%?—s} L v=mi—4j.

Tim m dé u va v cing phuong.

Trong céc khang dinh sau khang dinh no 12 diing ?

a) Diém A nam trén truc hoanh thi ¢6 hoanh do bing 0 ;

b) P 1a trung diém cua doan thang AB khi va chi khi hoanh d¢ cta P bing
trung binh cong cic hoanh do cua A va B ;

¢) Néu ur gidc ABCD la hinh binh hanh thi trung binh c6ng céc toa do tuong
ling ctia A va C bang trung binh cong céc toa do tuong tng clia B va D.

IL CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho 1 gidc ABCD. S6 céc vecto khdc 0 c6 diém dau va diém cu6i 1a dinh
cla t gidc bang :

(A4, (B)6; ©8; (D) 12.



Cho luc gidc déu ABCDEF c6 tam O. S6 cac vecto khéc 0 cung phuong voi
OC c6 diém dau va diém cui Ja dinh cta luc gidc bang :

(A)4; (B)6; ()7 (D) 8.

Cho luc gidac déu ABCDEF c6 tam O. SO cic vecto bang vectd OC c6 diém
dau va diém cuéi 1a dinh cua luc gidc bang :

(A)2: (B)3; (C)4; (D) 6.

Cho hinh chit nhat ABCD c6 AB = 3, BC = 4. D6 dai cua vecto AC Ia:

(A)S5; (B)6; o7, (D) 9.
Cho ba diém phan biét A, B, C. Dang thiic nao sau day la ding ?

(A) CA—BA=BC : (B) AB+ AC = BC -

(C) AB+CA=CB ; | (D) AB— BC = CA.

Cho hai diém phan biét A va B. Diéu kién dé diém / Ia trung diém cia doan
thang AB 12 :

—_— —

(A)IA=IB: , (B) IA=IB :
(C) JA=—IB - (D) Al =Bi.

Cho tam gidc ABC ¢6 G 1a trong tam, / la trung diém cua doan thang BC.
Dang thitc ndo sau day |a ding ?

(A)a=2a; (B)E=—éa;
(C)GT3+G—C:25; (D)(ﬁh&zﬁ.

Cho hinh binh hanh ABCD. Dang thitc nao sau day la ding ?

(A)TC+B_D.:2%; (B)TC+EEz/Té:
(C) AC-BD=2CD (D) AC~AD =CD.

Trong mat phang toa do Oxv cho hinh binh hanh OABC, C nam trén Ou.
Khang dinh nao sau day la ding ?

(A) AB c6 tung do khéc O ; (B) A va B ¢6 tung do khéc nhau ;
(C) C c¢6 hoanh do bang 0 ; (D) x4 +xc—xp =0.
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11.
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13.

14.

15.

30

Cho u =(3:—2). v = (1 : 6). Khang dinh nao sau day 1 ding ?

(A) ;+: Vi g = (—4;4) ngugc hudng ;

(B) u va v cling phuong :

(C) -1 va b =(6:—24) ciing huéng ;

(D) Du+v ova v cung phuong.

Cho tam gidc ABC c6 A(3; 5). B(1 ; 2), C(5 ; 2). Trong tam cua tam gidc ABC
la:

(A)G\(-3:4); (B)G,(4:0):

(©)G(V2 1 3): (D) G,(3; 3).

Cho bon diém A(1 ; 1), B2 : —1), C(4 : 3), D(3 : 5). Chén ménh dé ding :
(A) Tt giac ABCD la hinh binh hanh ;

(B) Biém G(2 ; g) 1a trong tdm cuia tam gidc BCD ;

(D) AC . AD cung phuong.

Trong mat phéng Oxy cho bén diém A(— 5 ;—-2), B(-=5;3),C(3;3),D(3:-2).
Khang dinh nao sau day 1a ding ?

(A) AB va CD ciing huéng ; (B) T gidc ABCD 1a hinh chif nhat ;
(C) Piém I(— 1 ; 1) Ia trung diém AC ; (D) OA +OB =0C .

Cho tam gidac ABC. Dat a=BC.b=AC.

Céc cap vecto nao sau ddy cung phuong ?

(A) 2a+b va a+2b ; (B) a—2b va 2a—b ;

(C) 5a+b va —10a—2b ; (D) a+b vi a—bh.

Trong mat phang toa do Oxy cho hinh vuong ABCD ¢6 g6¢ O la tam cha hinh
vuéng va cac canh clia né song song vdi céc truc toa do. Khing dinh nao sau
day la dung ?

(A) |0A+ 0Bl = 4B (B) OA-0B va DC cing huéng :

(C) N4 =—XC va YA =YcC » (D) Xg =—XC va ycz—yB_

5 Hinh hoe 10-8



. Cho M(3; —4). Ké MM, vuong géc v6i Ox, MM, vuong géc vdi Oy. Khang
dinh nao sau day la ding ?

(C) OM, -OM, c6toado (—=3:—4); (D) OM| + OM> cotoadod (3:—4).

. Trong mat phang toa do Oxv cho A(2 : =3), B(4 ; 7). Toa do trung diém / cua
doan thang AB la

(A)(6;4); (BY(2:10):
©)3;2): (D) (8 ; -21).

. Trong mat phing toa do Oxy cho A(5 ; 2). B(10 ; 8). Toa do cilé vecto E la
(A)(15:10); (By(2:4):
(©)(5:6): (D) (50 ; 16).

. Cho tam gidc ABC ¢c6 B(9: 7). C(11 ;=1), M va N lan luot la trung diém cua AB
va AC. Toa do cta vecto MN 1a

(A)(2;-8); (By(1:-4);

(©)(10;6); (D) (S 3).

. Trong mat phang toa d6 Oxy cho bon diém A(3 ; - 2), B(7 ; 1), C(0 : 1),
D(-8;-5).

Khiang dinh nao sau day la ding ?

(A) AB va CD d6i nhau ;

(B) AB va CD cung phuong nhung ngugc huéng ;

(O AB va CD cung phuong va cung huéng ;

(D) A. B, C. D thang hang.

. Chobadiém A(=1:;5), B(5;5), C(~1: 11). Khang dinh n2o sau day la ding ?
(A) A, B. C thang hang ;

(B) AB va AC cung phuong :

(C) AB va AC khong cung phuong ;

(D) AC va BC cung phuong.
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Cho a =(3:—4). b =(~1:2). Toa do clia vects a+b 12
(A)(—4:06): (B)(2:-2): (O @;-6): (D) (—3:-28).

Cho a =(=1:2). b = (5:—7). Toa do clia vecto a—b la
(A)(6:-9): B)(4:-5): (O (=6:9; (D) (=5;-14).

Cho a = (=5:0), b = (4 ; v). Hai vecto avab ciing phuong néu s6 v ia
(A)=5; (B) 4 (©0; (D) -1.

L Choa=(:2),b=(=5:1), ¢c =(:7). Vecto ¢ = 2a+3b néu

(A)v=—15: (B)x=3; (C)r=15; (D) v = 5.

Cho A(1 : 1). B(=2: =2), C(7 ; 7). Khang dinh nao dung ?

(A)G(2;2) latrong tamn cua tam gidc ABC :

(B) Diém B & giita hai diém A va C ;

(C) biém A & giita hai diém B va C :

(D) Hai vecto AB va AC cung hudng.

Cic diém M(2 : 3), N(O ; — 4), P(-1 ; 6) 1an luot la trung diém cdc canh BC,
CA, AB cua tam gidc ABC. Toa do dinh A cta tam giac la :

(AY(1:5); B 3:-D; (OE2:=7): (D) (1;-10).
Cho tam gidc ABC c6 trong tam la goc toa do O, hai dinh A va B ¢6 toa do la
A(=2:2),B(3;5). Toadocuadinh C la:

(A)(=1:=T7); (B)2:-2); (O (=3:-5); (D) 7).
Khang dinh nao trong cac khang dinh sau la ding ?

(A) Hai vecto ;; =(=5;0)va 5 =(—4;0) cung huéng ;

(B) Vecto Z =(7; 3)1a vecto dbi cua ;/ =(=7:;3);

(C) Hai vecto ; =(4;2)va T = (8 ; 3) cung phuong ;

(D) Hai vecto @ = (6 3) va b = (2: 1) nguoc huéng.

Trong hé truc (O ; i, j),toaddcluavecto [ + j la:

(A) (05 1) B)Y(=1:1): G150 (D) (15 .



P o troy

N .2 A
Tim hi¢u ve vecto

Viéc nghién ciiu vectd va cac phép toan trén cac vectd bat nguén tir nhu cau clia
co hoc va vat li. Trudc thé ki XIX ngudi ta dung toa dé dé xac dinh vecto va quy
cac phép toan trén cac vectd vé cac phép toar trén toa dd cla chung. Chi vao
gitta th& ki XIX, ngudi ta méi xay dung dugc cac phép toan truc ti€p trén cac
vectd nhu chung ta da nghién clu trong chugng 1. Cac nha toan hoc Ha-min-ton
(W. Hamilton), Grat-sman (H. Grassmann) va Gip (J. Gibbs) la nhiing ngudi dau
tién nghién cliu mdt cach céd hé théng vé vects. Thuat nglt “Vecta” ciing duge dua
ra tir cac céng trinh 8y. Vector theo tiéng La-tinh ¢d nghia la Vai mang. Dén dau
thé ki XX vecta dudc hiéu la phan t& clia mét tap hdp nao dé6 ma trén dé da cho
c4c phép toan thich hop dé trd thanh mot cu trdc goi la khéng gian vecto. Nha
toan hoc Vay (Weyl) da xay dung hinh hoc J-clit dua vao khéng gian vectd theo hé
tién dé va dugc nhiéu ngudi ti€p nhan mét cach thich tha. Dai tugng ¢o ban dugc
dua ra trong hé tién dé nay la diém va vectd. Viéc xay dung nay cho phép ta cé thé
md rong s& chidu cla khdng gian mdt cach dé dang va cé thé sir dung cac cong cu
clia i thuyét tap hop va anh xa. Béng thdi hinh hoc c6 thé st dung nhiing cau trac
dai s6 dé phat trién theo cac phuang huéng méi.

Vao nhiing nam gilta thé ki XX, trong xu hudng hién dai hoa chuong trinh phé
théng, nhi€éu nha toan hoc trén thé gidi da van doéng dua viéc giang day vecto vao
trudng phd théng. & nudc ta, vecto va toa do cling dugc dua vao giang day &
trudng phé théng cling véi mét chuong trinh toan hién dai nhadm déi méi dé nang
cao chat ludng giao duc cho phi hop véi xu thé chung cla thé gidi.
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TiCH v HUGNG CUA HAI VECTO
VA NG DUNG

< Gia tri lugng giac ciia mét géc bat ki tir 0° dén 180°
“* Tich v6 hudng cua hai vectd va img dung
“* Cac hé thuc lugng trong tam giac va giai tam giac

Trong chuong ndy chang ta sé nghién clu thém mot
phép todn mdi vé vecto, dd & phép nhan vé hudng
© cua hai vecto. Phép nhan nay cho k&t qua 1a mét
8, s6 do6 goi la tich vé hudng cua hai vecto. D& ¢o
thé xac dinh tich vé huéng clda hai vecto ta cdn dén
khai niém gia tri luong giac cua mot goc a bat ki voi

0° < & < 180° 1a md rong clia khdi niém ti s6 luong
gidc clia moét goc nhon a dda biét & 16p 9.




§1. GIA TRI LUUNG GIAC CUA MOT GOC BAT Ki
TU 0° PEN 180°

A 1am gidc ABC vudng tai A ¢6 goc nhon ABC = . Hay nhc lai dinh nghia cac ff s6
lugng giac clia goc nhon arda hoc & 1dp 9.

Hinh 2.1

Az Trong mét phang toa do Oxy, nira duang tron tam O nam phia trén truc hoanh ban
kinh R = 1 dugc goi la nia dudng tron don vi (h.2.2). Néu cho trude mét goc nhon o
thi ta co thé xac dinh mot diém M duy nhét trén nlra duong tron don vi sao cho
XOM = c. Gid st diém M c6 toa do (x, ; ¥,)-

T . Y X
Hay chimgto rang sinar =y, , cosar= xy, taner= =2, cotar= 2.

X Y

0 0

1

[7% SR M(xy: ¥o)

5

o X X
Hinh 2.2

MG& rong khéi niém ti s6 lugng gidc doi véi géc nhon cho nhing géc «r bat ki

v6i 0° < ar < 1807, ta c6 dinh nghia sau day :
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1. binh nghia

yA
Vi moi gc’)ca(OO < a < 180°) ta xic ]
dinh mot diém M tréﬂa duong tron don M_—] v
vi (h.2.3) sao cho xOM = ¢ va gia su l
diém M c6 toa do M(y, ; v,). Khi do ta v
dinh nghia : v % O T %
e sincua géc ala v, ki hiéu sina = v, -
Hinh 2.3

® cOsin ctia goc & la x, ki hiéu cosar = x,;

2o

s

e tang clia géc ala =& (vo# 0), ki hiéu tana =
X X
0 . 0
~ g P N -\-() P .\’O
e cOtang cua goc arla — (v, # 0), ki hiéu cota= —-
g £ . 0 C N
20 20

Cdc s6 sina. cos¢, tang, coter duoc goi la cac gid tri livong gidc cua goc a.

E=

Vi du. Tim céc gia tri luong gidc ctia géc 135°.
Lay diém M trén nira dudng tron don vi sao cho vOM = 135°. Khi d6 ta c6

N
7»

YOM =45° . Tir d6 ta suy ra toa do ciia diém M Ia

V2 V2

Vay sinl35°=—=; cosl35° =-——
2 2

- (h.2.4).

tan135° = —-1: cot135° = —1.

0z Chuy. e Néu «la goc tu thi cosar< 0, tana < 0, cotar < 0.

e tana chi xac dinh khi a # 90° . yA
cota chi xac dinh khi o #0°
va Q’¢I8OO._. M. _______ Yo
O\
% 0 "
Hinh 2.4
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2. Tinh chéat

Trén hinh 2.5 ta ¢6 day cung NM song song véi truc Ox va néu xOM = «
thi xON =180° - . Tac yp = yn =Yg, Xy ==Xy = Xy. Do do

. . A
sina=sin (180° - @) y
cosar=—cos (180° - )
N M
tana= — tan (180° — ) T
» cota= - cot (180° - ). E 5
1 a ! »
—Xo o Xo X
Hinh 2.5

3. Gid tri lugng gidc cua céce gbc dac biét
Gia tri lugng gidc cia cdc gbc bat ki ¢6 thé tim thdy trén bang s6 hoac trén
may tinh bo tui.

Sau day 1a gia tri luong gidc cua mot s6 géc dac biét ma ching ta can ghi nhd.

Bang gid tri luong gidc cua cac goc dac biét

Gia tri o 0° 30° 45° 60° 90° 180°
lugng giac ’
1
sinx 0 — Q ﬁ | 0
2 2 2
1
cos 1 ﬁ Q — 0 -1
2 2 2
ano 0 L 1 \/5 | 0
t NG)
1
coty [ \/5 | *\/—5 0 |

Trong bang, ki hiéu "||" dé chi gia tri lugng gisc khong xac dinh.
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=z Cha y. Tu gia tri luong giac cua céc goc dac biét da cho trong bang va tinh

chat trén, ta c6 thé suy ra gia tri luong gic cha mot s6 géc dac biét khac.
Chang han :
sin120° = sin(180° —60°) = sin 60° =

¥3
2
2

c0s135° = cos(180° —45°)y = —cos45° = -
A3 Tim céc gia tri lugng giac cla cac goc 120°, 150°.

4. Gbc giua hai vecto
a) Dinh nghia

Cho hai vecto a va b deu khac vecto ( 0. Tu mét diém O bdt
kitavé OA=a va OB=bh. Géc AOB vdi 56 do tir 0° dén
180° duoc goi lg goc _guta Iiat vecto a va b Ta_.kz _{zzeu goc
gita hai vecto a va b la(a, b) (h.2.6). Néu (a, b)= QQO
thi ta néi rdng a va b vudng géc voi nhau, ki hiéula a L b
hodc b A a.

b) Chii y. Tir dinh nghia ta c6 (a, b) = (b, a).
V%
/

a

A
Bv b
0

Hinh 2.6

A4 Khi nao goc gitra hai vecto bang 0° ? Khi nao goc gitta hai vecto bang 180° ?
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¢) Vi du. Cho tam gidc ABC vuong tai A va c6 géc B=50° (h.2.7). Khi @6 :
(BA, BC)=50°, (AB, BC)=130°, ¢
(CA, CB)=40°, (AC, BC)=40°,

(AC, CB) =140°, (AC, BA)=90°.

50

Hinh 2.7

5. SUdung mdy tinh bo ti dé tinh gid tri lugng gidc clia mét géc
Ta c6 thé sir dung céc loai mdy tinh bo tdi dé tinh gia tri luong gidc clia mot
géc, ching han déi v6i mdy CASIO fx — S00MS cach thuc hién nhu sau
a) Tinh cdc gia tri luong gidc cua géc @

Sau khi m& médy an phim | MODE | nhiéu 1an dé man hinh hién lén dong

chit tng v6i cdc s6 sau day :

Deg Rad Gra
1 2 3

Sau d6 4n phim dé x4c dinh don vi do goc 1a "do” va tinh gid tri luong
giac cua goc.
e Tinh sin¢, cosa va tanc.

@ Vi du 1. Tinh sin 63° 52" 41".
An lien ti€p cdc phim sau day :

‘ Sln | 63 | QO

52 [

1 [o] [

Ta duge két qua 12 : sin 63°52'41" = 0, 897859012.
Pé tinh cosa va tana ta cling 1am nhu trén, chi thay viéc 4n phim m

bang phim hay .
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b) Xdc dinh d¢ lon ciia goc khi biét gid tri luong gidc ciia géc dé

Sau khi m& mdy va chon don vi do géc, dé tinh goc x khi biét céc gia tri
luong gidc ctia géc d6 ta lam nhu vi du sau.

@f Vi du 2. Tim x biét sinx = 0,3502.

40

Ta 4n lién ti€p cac. phim sau day :
03502 =]
va duoc két qua 1a : x =20°29'58".
Muoén tim x khi biét cosx, tanx ta lam tuong tu nhu trén, chi thay phim

bang phim , .

Cau hdi va bai tap
Ching minh rang trong tam gidc ABC ta ¢6 :
a)sinA=sin(B+C); b) cos A = — cos(B + C).
Cho AOB la tam giac can tai O c6 OA = a va ¢6 cdc dudng cao OH va AK.
Gia st AOH = «. Tinh AK va OK theo a va «.
Ching minh rang :
a) sin105° =sin75° ;
b) cos170° = —cos10° ;
c) cos122° = —cos58°.

2a=1.

Chimg minh rang véi moi géc & (0° < r < 180°) ta déu c6 cos® @ +sin
Cho géc x, véi cosx = 3" Tinh gid tri ctia biéu thic : P = 3sin? x+cos” x.

Cho hinh vuéng ABCD. Tinh :
cos( A_C' B_A), sin( A—C. B_D' ), cos(ﬁ, C_D. ).



§2. TICH VO HUGNG CUA HAI VECTO

Trong vat li, ta biét rang néu c6 mot luc
F tic dong lén mot vat tai diém O va
lam cho vat d6 di chuyén mot quéng
duong s = OO’ thi cong A cua luc F
dugc tinh theo cong thuc :

Hinh 2.8

(h.2.8)

trong dé |F| la cuong do cua luc F tinh bang Niuton (viét tat 1a N), |OO | 1a

do dai cia vecto 00’ tinh bang mét (m), @ la géc gitia hai vecto 00" va F
con cong A duge tinh bang Jun (viét tat 12 J).

Trong todn hoc, gid tri A cha biéu thiic trén (khong ké don vi do) dugc goi Ja
tich vo huéng cia hai vecto F va 00" .

. Dinh nghia

. Cho hai vecto a va b deu khac vecto 0. Tich vo huong cua a
L va b la mot s6, ki hiéu la a. b, duwoc xdc dinh boi cong thiic sau :

;.B = |5| . |B‘cos(;, B).

Truong hgp it nhat mot trong hai vecto a va b bang vecto 0 ta quy udc
ab =0.

Chu y

@) Véi @ va b khic vecto O tacé a. b =0 alb.

-2
b) Khi a = b tich vo huéng a. a dugc ki hiéu 1a a  va sO nay dugc goi la

binh phuong vo hudng cua vecto a.

-Ta cé ;2 =|5|.|a|cosO° =|5| )
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@ Vi du. Cho tam gidc déu ABC ¢6 canh bang g va cé chiéu cao AH. Khi d6 ta

c6 (h.2.9)

AB.AC = a.a.cos60° :%az,

AC.CB=a.a.cos120° = ——

AH .BC = % a.c0s90° =0

2.

A

’

H

Hinh 2.9

Cac finh chéat cla tich vé huéng

Ngudi ta ching minh dugce cdc tinh chét sau day cua tich vo hudng :

-

b=b.
b
)

-

Ql Ql

a
)

(b +
ka).b

f'\

2
2

2

0o

, a

o

a

Vi ba vecto ;, b, ¢ batki va moi sb k tacé :
(tinh chat giao hoén) ;
)=a.b+a.c (tinh chat phan ph01)
ka.b)=a.kb);

= a=0.

Nhdn xét. Tt céc tinh chat cha tich vo hudng ca hai vecto ta suy ra :

-~ - I ST,
(a+b)2:a +2ab+b ;
S S T
(a-b¥=a -2ab+b :

e 3
(a+b).(a-b)=a

-2
-b .

A1 Cho hai vecto a va b déu khac vecto 0 Khi nao thi tich vé hudng clia hai vecto do
la s6 duong ? La s6 am ? Bang 0 ?
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Ung dung. Mot xe godng chuyén dong tir A dén B dudi téc dung cla luc F.
Luc F tao v6i huéng chuyén dong mot goéc . tic 1a (F, HB.) =« (h.2.10).

F

N

4 2

\

Hinh 2.10

Luc F dugc phan tich thanh hai thanh phan 7, va F> trong dé F, vuong
géc véi AB, con Fz. la hinh chiéu cia F lén dudng thang AB. Ta c6
F=F+F. Cong & cha luc F la & = FAB=(F+F).AB =
T AR+ FLAB - Fo B,

Nhu vay luc thanh phan f]. khong lam cho xe goong chuyén dong nén
khong sinh céng. Chi ¢6 thanh phan Fz. cua luc F sinh cong lam cho xe
godng chuyén dong tir A dén B.

Cong thitc f = F 'AB la cong thic tinh cong cua luc F lam vat di chuyén

tr A dén B ma ta da biét trong vat li.

Biéu thic toa dé cua tich vé hudng

Trén mat phang toa do (O ; i1, ;’), cho hai vecto 2 =(a,; a,), B =(b,; b,).

Khi d6 tich vo huéng a.b la:

= (aji+ay)).(byi+b))

g
—
<
-0
<«
Q!
fe b
|

-2 ) - = - =
alb]l +02b2j + alb'zl .j+ azblj 'y
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Nhdn xét. Hai vecto a = (a,; a,), b = (b; b,) déu khéc vecto 0 vuong goc
véi nhau khi va chi khi '
ab, +a,b,=0.

Az Trén mit phang toa do Oxy cho ba diém A(2 ; 4), B(1; 2), C(6 ; 2). Chiing minh rang
AB L AC .

4. Ungdung
a) Do dai cua vecto

Do dai clia vecto a = (a, ; a,) dugc tinh theo cong thic :

lal = \Ja? + a2 .

I R
That vay, ta ¢6 ‘a‘ =a =aa=qa +aa = alz + a% .

Do dé |a| \/al +a§

b) Goc giiva hai vecto

-

Tur dinh nghia tich v6 hudng cua hai vecto ta suy ra néu a=(q; ; ay) va

b=(by ; by) déukhéc 0 thi ta c6 :

a.b ab + ab,
cos(a b)———— 1 2
RN vl e

BH vidu. Cho OM =(=2:-1), ON =(3: -1).

Ta c6 cos MON =cos(0—M, O_[V.)z |ﬁ1|?i_v.| = \/_56:/*% =_g'
OM|.|ON .

Vay (OM, ON)=135°.
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¢) Khodng cdch giita hai diém

Khoéng céch gifta hai diém A(x, ; v,) va B(x,; y,) duoc tinh theo cong thifc :

AB = \/(XB_XA)2+(YB_YA)2 .

That vay, vi TB=(xB—xA ; YB—Y4) néntaco

AB = ITB|=J(XB —x) +(p-ya) .

B Vi du. Cho hai diém M(=2 5 2) va N(1 ; 1). Khi d6 MN = (3:—1) va khoang

cich MN 1a : [MN| =32 + (=12 =10,

Cdéu hdi va bdi tap

1. Cho tam gidc vudéng can ABC ¢6 AB = AC = a. Tinh cdc tich v6 huéng

e —— —_—

AB.AC, ACCB.

2. Cho ba diém O, A, B thang hang va biét OA = a, OB = b. Tinh tich v6 huéng
OA.OB trong hai truong hop :
a) Diém O nam ngoai doan AB ;
b) Diém O nam trong doan AB .

3. Cho nua dudng tron tam O ¢6 dudng kinh AB = 2R. Goi M va N 1a hai diém
thudc nira dudng tron sao cho hai day cung AM va BN cat nhau tai /.

a) Ching minh Al.AM = Al.AB v BL.BN = BI.BA :

b) Hay dung két qua cau a) dé tinh AI.AM + BL.BN theo R.

4. Trén mat phang Oxy, cho hai diém A(1 ; 3), B(4 ; 2).
a) Tim toa do diém D nam trén truc Ox sao cho DA = DB ;
b) Tinh chu vi tam giac OAB ;
¢) Ching t6 OA vuong géc v6i AB va tir d6 tinh dién tich tam gidc OAB.
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5. Trén mat phéng Oxy hay tinh géc giita hai vecto ; va B trong Ccac truong
hop sau :

Q) a=(2:;-3),b=(6:4);
bya=(3;2).b=(5:-1);
Oa=(2;-2d3),b=03;3)

6. Trén mat phang toa do Oxy cho bon diém A(7 ; -3), B8 ; 4), C(1 ; 5), D(0; -2).
Ching minh rang t& gidc ABCD la hinh vuéng.
7. Trén mat phang Oxy cho diém A(=2 ; 1). Goi B la diém doi xing vé6i diém A

qua gdc toa do O. Tim toa do clia diém C ¢6 tung do bang 2 sao cho tam gidc
ABC vuong 6 C.

§3. CAC HE THUC LUONG TRONG TAM GIAC
VA GIAI TAM GIAC

Ching ta biét rang mot tam gidc dugc hoan toan xé4c dinh néu biét mot s&
y€u 8, chang han biét ba canh, hodc hai canh va géc xen giita hai canh d6.

Nhu vay gilta cdc canh va cac géc cua mot tam gidc ¢6 mot moi lién hé xéc
dinh nao d6 ma ta s& goi 1a cdc hé thitc lupng trong tam gidc. Trong phan
nay chung ta s€ nghién cttu nhitng hé thic d6 va cac img dung cta ching.

boi véi tam gidc ABC ta thuong ki hiéu : a = BC, b = CA, ¢ = AB.

A1 Tam giac ABC vudng tai A c6 duong cao AH = hva c6 BC = a, CA=b, AB = ¢. Goi
BH = ¢'va CH = b’ (h.2.11). Hay dién vao cac 6 tréng trong cac hé thirc sau day dé
duac cac hé thac lugng trong tam giac vudng :
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Hinh 2.11

-]

sinB = cosC = —=; sinC = cosB =
a

a

tanB = cotC = EI ;cotB=tanC = ;I%I— .

c
Trudce tién ta tim hiéu hai hé thirc lugng co ban trong tam gidc bat ki la dinh
Ii cosin va dinh If sin. :
Pinh Ii cosin
a) Bai todn. Trong tam gidc ABC A

cho biét hai canh AB, AC va géc A,
hdy tinh canh BC (hinh 2.12).

GIA/

— 2 — —\2
Tacé BC? =|BC] =(AC—AB)

S A —
= AC +AB —2AC.AB
Hirnh 2.12
y =2 =2 — [
BC? = AC + AB  —2|acl |ABlcosA .
Vay tacé BC? = AC* + AB> —=2AC.AB.cos A
nén BC = \/AC2+ABz—2AC.AB.cosA.
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Tir két qua clia bai todn trén ta suy ra dinh Ii sau day :
b) Pinh li cosin
Trong tam gidc ABC bdt ki véi BC =a, CA=b,AB=ctacé:

2 2
at=b+c —2bc cosA ;
b? =a*+ ¢ —2ac cosB ;

2 =a*+ b* —2ab cosC.

Az Hay phat biéu dinh Ii cosin bang 1di.
As Khi ABC la tam giac vudng, dinh Ii casin trd thanh dinh I quen thudc nao ?

Tir dinh 1i c6sin ta suy ra :

Hé qua
2 2 2
cosA= e —a
2bc
2 2 2
+ —
cosB=a ¢ b;
2ac '
2,2 2
cosC=d b7
2ab

¢) Ap dung. Tinh do dai dudng trung tuyén clia tam gidc.

Cho tam gidc ABC c6 céc canh BC = a, CA = b va AB = c. Goi m,, my, va
m, 1a do dai cac dudng trung tuyén l4n lugt v& tir cdc dinh A, B va C clia
tam gidc. Ta cé :

5 2Ab% +c*)-d?
my=———"—"-
4
2 2(a2+c2) b2
mb= ;
4
2,2\ .2
mgﬂﬂ*_ Hinh 2.13
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That vay, goi M 1a trung diém cta canh BC, dp dung dinh i cosin vao tam
gidc AMBtacé:
a\? a a®
m2v=02+[—) —2¢.2 cosB = c? +— —accos B
2 2 4

2 2 2
a“+c°—b
VicosB= ———  néntasuyra:
2ac .
2 2 a® a® +c% - b? 3 2(b2+cz)—a2

my=c“+——ac
4 2ac 4

Chitng minh tuong tuta co :
2 2(02 + C2) - b2
my=—————
4
) 2(av2 + bz) ~c?
m,=—--,:,
4
A4 Cho tam giac ABC c6 a=7 c¢cm, b =8 cm va ¢ = 6 cm. Hay tinh d6 dai dudng trung
tuyén m_ cla tam giac ABC da cho.

d) Vidu
@ Vi du 1. Cho tam gidc ABC c6 ciac canh AC = 10 cm, BC = 16 cm va géc

-~

C = 110°. Tinh canh AB va cic géc A, B clia tam gi4c do.

GIAI
bat BC =a,CA=b,AB=c.
Theo dinh li cosin ta c6 :
¢ = d?+b*-2abcosC
= 16° + 10° - 2.16.10.cos110°
¢ = 465,44.

Vay ¢ =[465,44 = 21,6 (cm).

Hinh 2.14
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Theo hé qua dinh li ¢osin ta cé :

b+t —a® 107 +(21,6)2 - 162

COS A = =
2bc 2.10.(21,6)

= 0,7188.

Suyra A= 44°2°, B=180° ~ (A +() =~ 25°58".

Vidu 2. Hai luc J_(l. va E cho trudce cung téc dung lén mot vat va tao thanh
g6¢ nhon (ﬁ f2) = & Hiy 1ap cong thie tinh cutmg do clia hop luc s
GIAI

Pat AB=f,, AD=f, vavé hinh
binh hanh ABCD (h.2.15).

Khidé AC=AB+AD=f +f,=s5.

vay Fl=Id=[7 + 5.

Hinh 2.15

Theo dinh 1i cosin d6i véi tam gidc ABC ta c6

AC? = AB®> + BC?* —2AB.BC.cos B,
hay sl =[] +[A] -2/A| 5] cos180° - o).

Dods sl= \/]712 + 5+ 2|7 B cosar.

2.  Dinhlisin

&.5 Cho tam giadc ABC vudng @ A ndi ti€p trong dudng tron ban kinh R va ¢ BC = a,
CA = b, AB = ¢. Chitng minh hé thrc
a b c

— = = — =2R.
sinA  sinB sinC

Do v6i tam gidc ABC bat ki ta ciing ¢6 hé thic trén. H¢ thitc nay dugc goi la
dinh Ji sin trong tam giac.
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a) Dinh li sin

Trong tam gidc ABC badt ki véi BC = a, CA=b, AB=cvaR
la bdn kinh dudng tron ngoai tiép, ta co :

a b 1

2= 2= -2
sinA sinB sinC

CHUNG MINH. Ta ching minh hé thic

= 2R. Xét hai trudng hop :

sin A

e Néu géc A nhon, ta v& duong kinh BD cla dudng tron ngoai ti€p tam gidc
ABC va khi dé vi tam gidc BCD vuéng tai C nén ta ¢c6 BC = BD.sinD hay
a=2R.sinD (h.2.16a).

Ta ¢6 BAC =BDC vi d6 la hai gdéc ndi ti€p cting chan cung Z?E' Do d6

a=2R.sin A hay =2R.

sin A

Hinh 2.16

e Néu géc A i, ta cling v& dudng kinh BD cua duong tron tam O ngoai ti€p tam
gidc ABC (h.2.16b). TG giac ABDC ndi ti€p dudng tron tam O nér

D =180°—A . Do dé sinD = sin(180° — A ). Ta ciing ¢6 BC = BD.sinD hay
a=BD.sinA.

a

Vay a = 2Rsin A hay =2R.

sin A
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c
=2R va = . ) .
sin B snC = 2R duge ching minh twong t

b
Vay ta co 2 = < 2R.

sinA sinB  sinC

Cic dang thic

Ae Cho tam giac déu ABC c6 canh bang a. Hay tinh ban kinh dudng tron ngoai tiép tam
giac do.

b) Vi du. Cho tam gidc ABC c6 B =20° C = 31° va canh b = 210 cm. Tinh
A , cdc canh con lai va ban kinh R cta dudng tron ngoai ti€p tam gidc do6.

GIA/ C

Hinh 2.17

Tacé A = 180° —(20° +31%),do d6é A = 129° (h.2.17).

Mat khc theo dinh If sin ta c6 : —%— = —2 C -2k (1)

sinA sinB sinC

bsinA _ 210.sin 129°

Tu(l)suyra a= — = 477,2 (cm).
sin B sin20°
bsinC  210.sin31°
= §1r1 _ 0.sin 31 ~ 3162 (cm).
sin B sin 20°
rR=-12 4772 307,02 (cm).

© 2sinA 2.5in129°
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3. Céng thic tinh dién fich tam gidc
Ta ki hiéu h,, hy va h, la cac dudng cao cua tam gidc ABC lan luot vé tur

cdc dinh A, B, C va § l1a dién tich tam giac do.
A? Hay viét cac cong thic tinh dién tich tam giac theo mét canh va dudng cao tuong Ung.

Cho tam gidc ABC c6 cac canh BC =a, CA=b,AB=c.

Goi R va r 1an luot 1a ban kinh duong tron ngoai ti€p, noi ti€p tam gidc va
a+b+c

p= 14 nira chu vi cua tam giéc.

Dién tich S cua tam gidc ABC dugc tinh theo mot trong cac cong thuc sau

S= labsinC:lbcsinA=lcasinB ; (D)
2 2 2
abc
S=— 2
4R @
S=pr; . (3)
S=p(p-a)p-b)(p-c) (cong thic He-rong). (4)

Ta chimg minh céng thuc (1).

Ta da biet S = %aha véi h, = AH = ACsinC = bsinC (k€ ca c nhon, tu hay
vudng) (h.2.18).

b Y

A

Hinh 2.18
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Do d6 S = %absinC.
' 1, . X | .
Cac cong thic S = Ebc sinA vaS= Eca sin B dugc chitng minh tuong tu.

Aa Dua vao cong thic (1) va dinh li sin, hdy chitng minh S = ZLF?-

Ag Chung minh ¢ong thic S = pr (h.2.19).

Hinh 2.19

Ta thira nhan cong thic Hé-rong.
@T Vidu 1. Tam gidc ABC c6caccanha=13m,b=14mvac=15m.
"a) Tinh dién tich tam gidc ABC ;
b) Tinh ban kinh dudng tron noi ti€p va ngoai ti€p tam gidc ABC.
GIA/

a)Tacop= %(13 + 14 4+ 15) = 21. Theo c6ng thic Hé-rong ta c6 :

S= 21Q1-13)21-14)(21-15) =84 (m?).

Lo

b) Apdl_mg congthic S=prtacdr= £= -
p

Vay dudng tron ndi ti€p tam gidc ABC ¢6 ban kinh 1a r =4 m.
Tur cong thic § = abe,
4R

abc _13.14.15

Ta cé R=""
45 336

= 8,125 (m).
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&= Vi du 2. Tam gidc ABC c6 canh a = 2v/3, canh b =2 va C =30°. Tinh canh c,
goc A va dién tich tam giac do.

GIAI
Theo dinh li c6sin ta c6

5

¢ =a® +b%-2abcosC =12 +4—2.2\[3‘.2.73 =4
Vay ¢ =2 va tam gidc ABC c6 AB=AC =2.Tasuyra B=C = 30°,
Dodé A = 120°.

1 . . -
Taco S = > acsinB = %2\/52% =3 {don vi dién tich).

4. Giditam giéc va (ng dung vdo viéc do dac
a) Giai tam gidc

Giai tam giac 1a tim mot s6 y€u t6 cta tam gidc khi cho bi€t cac yéu t6 khéc.

Hinh 2.20. Giac k& dung dé ngém va do dac

Muén gidi tam gidc ta thuong st dung cac hé thic da dugc néu lén trong
dinh Ii co6sin, dinh Ii sin va cdc cong thic tinh dién tich tam gidc.
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@ Vi du 1. Cho tam gidc ABC biét canh a = 17,4 m, B = 44°30' va C =64°.
Tinh géc ;\ va cac canh b, c.
GIAI
Taco A = 180° = (B + C) = 180° — (44°30° + 64°) = 71°30".
b
sinA  sinB  sinC’
asinB 17,4.0,7009
sin A 0,9483

Theo dinh li sin ta c6

do dé b= = 12,9 (m),

asinC 17,4.0,8988
sin A 0,9483

= 16,5 (m).

B Vi dy 2. Cho tam gidc ABC c6 canh a = 49,4 cm, b = 26,4 cm va C = 47°20"
Tinh canh c, ;\ va 1_?3

GIAI
Theo dinh 1i cosin ta c6

ct= (12 +b2 —2abcosC
= (49,4)2 +'(26,4)2 -2.49,4.26,4.0,6777 = 1369,66.

Vay ¢ = /1369,66 = 37 (cm).

b*+c?-a®  697+1370-2440
2bc 2.26,4.37

Tacoécos A = =-(,191.

Nhuvay A lagéctivatacé A = 101°.
Dodé B =180° = (A + C) = 180° —(101° +47°20") = 31°40'.
Vay B =31°40'.

@Vi du 3. Cho tam gidc ABC c6 canh a =24 cm, b =13 cm va ¢ = 15 cm.
Tinh dién tich S cua tam giac va ban kinh r cha dudng tron noi tiép.
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GIAI

Theo dinh }i c6sin ta ¢

b+’ —a®  169+225-576
2bc 21315

nhuvdy A 1 géc ti vatatinh dugc A = 117°49° = sind = 0,88.

= —0,4667,

COSA =

Tacé S = %bcsinA ~ %.13.15.0,88 = 85,8 (cm?).

Apdungcéngtht’rcS=prtacér=E.Vip=%=26nen
p

re= 8i81 =3,3 (cm).
26

b) Ung dung vao viéc do dac

Bdii todn 1. Do chidu cao clia mét c4i thdp ma khong thé dén duoc chan thap.
Gia str CD = h 1a chiéu cao clia thap trong dé C 1a chan thap. Chon hai diém A, B
trén mat dét sao cho ba di€ém A, B va C thing hang. Ta do khoang cich AB va
céic gbc CAD, CBD. Ching han ta do dugc AB = 24 m, CAD = o = 63°,
CBD = 3 = 48°. Khi d6 chiéu cao h clia thap duoc tinh nhu sau :

s
D e

Hinh 2.21
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Ap dung dinh Ii sin vao tam gidc ABD ta c6
AD _ AB
sinff sinD

Tac6 =D + fBnén D = a—f=63°-48° =15°.
ABsinfS _ 24sin48°
sin(@-f)  sinl15°

Trong tam giac vuong ACD tacé6 h=CD = ADsinax = 61,4 (m).

Do d6 AD = =68,91.

E Bai todn 2. Tinh khoang céch tr mot dia diém trén by séng dén mot géc
cay trén mdt cui lao & gilta song.
Dé do khoéng céach tir mot diém A trén by song dén goc cay C trén cu Jao
gilfa song, nguoi ta chon mot diém B cung ¢ trén bd véi A sao cho tir A va B
¢6 thé nhin thay diém C. Ta do khoang cdch AB, géc CAB va CBA. Chang
han ta do dugc AB = 40 m, CAB = & = 45°, CBA = f§=170°.

Hinh 2.22

Khi d6 khoang céch AC dugc tinh nhu sau :
Ap dung dinh 1f sin vio tam gidc ABC, tacé

AC  AB
sinB sinC

(h.2.22).
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. . (o]
qusm,B _ 40.sin 70 ~ 4147 (m).
sinie+ ) sin115°

Vi sinC =sin(a+ f) nén AC =

Vay AC = 41,47(m).

Cdau hdi va badi tap

Cho tam gidc ABC vudng tai A, B =58 va canh a = 72 cm. Tinh C , canh b,
canh ¢ va duong cao #,.

Cho tam gidc ABC biét cic canh a = 52,1 cm, b = 85 cm va ¢ = 54 ¢cm. Tinh

cac gbc 2 BvacC.

Cho tam gidc ABC c6 A= 120°, canh b = 8 cm va ¢ = 5 cm. Tinh canh a, va
cac géc B, C clatam giac dé.

Tinh dién tich § cua tam gidc ¢é s6 do cac canh 14n luot 1a 7, 9 va 12.

Tam gidc ABC cé A=120°. Tinh canh BC cho biét canh AC = m va
AB=n.

Tam gidc ABC c6 cdccanha=8cm,b=10cmvac=13 cm.
a) Tam gidc d6 c6 géc tu khong ?

b) Tinh do dai trung tuyén MA cta tam giac ABC dé.

Tinh géc 16n nhat cia tam gidc ABC biét
a)Ciccanha=3cm,b=4cmvac=6cm;

b) Cac canha=40cm, b =13 cm vac =37 cm.

Cho tam gidc ABC biét canh @ = 137,5 cm, B =83° va C =57°. Tinh géc A,
ban kinh R cua duong tron ngoai ti€p, canh b va ¢ ciia tam gidc.

Cho hinh binh hanh ABCD ¢6é AB = a, BC = b, BD = m va AC = n. Ching

minh rang m? +n% =2(a® +b?).
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10. Hai chi€c tau thuy P va Q céch nhau 300 m. Tir P va Q théng hang véi chan A

11.

60

cua thap hai dang AB & trén bd bién ngudi ta nhin chiéu cao AB ctia thap dudi
cdc goc BPA=35° va BQA =48°. Tinh chiéu cao clia thap.

Mu6n do chiéu cao ctia Thap Cham Por Klong Garai & Ninh Thuan (h.2.23),
ngudi ta 1y hai diém A va B trén mat dat c6 khoang cich AB = 12 m cling
thang hang véi chan C cla thdp dé dat hai gidc k& (h.2.24). Chan cla gidc k&
c6 chiéu cao A = 1,3 m. Goi D la dinh thdp va hai diém A;,B| cung thang
hang v6i C| thudc chiéu cao CD clia thdp. Nguoi ta do dugc DA|C| = 49° va
DB,C, = 35°. Tinh chiéu cao CD cua thap do.

D
C1 49° A 12m 35° B1
1,3m
C
A 12m B
Hinh 2.23 Hinh 2.24



Pan_cd bz

, Rguoi ta da do Rhoang cach
giira Trai Dat va fiat Trang nhwr thé nao ?

Mat Trang
Loai ngudi da biét dugc khoang cach gilta
Trai Dat va Mat Trang cach day khoang
hai ngan nam v&i mét dé chinh xac tuyét
vdi 1a vao khoang 384 000 km. Sau do
khodng cach gilia Trai Dat va Mat Trang
da dugc xac tap mot cach chdc chan vao
nam 1751 do mét nha thién van nguoi
Phap Ila Gié-dep La-lang (Joseph
Lalande, 1732-1807) va mdt nha toan
hoc nguoi Phap la Ni-cdé-la La-cay
(Nicolas Lacaille, 1713-1762). Hai 6ng da
phéi hgp t6 chific dimg & hai dia diém rat
xa nhau, mét ngudi & Bec-lin goi 1a diém
A, con ngudi kia 8 Mai Hao Vong (Bonne-
Espérance) mot mii dat 3 cuc nam chau
Phi, goi la diém B (h. 2.25). Goi C 1a mot
diém trén Mat Trang. TU A va B nguoi ta
do va tinh dugc cac géc A, B va canh AB
clia tam giac ABC.

Trong méat phang (ABC), goi tia Ax la
dudng chan trai vé tir dinh A va tia By la
dudng chan trdi vé tu dinh B. Ki hiéu

a=55<,,6’=C/B\y. O

Goi O la tam Trai Dat, ta c6: Trai DAL

/Aﬁya%@
Tam giac ABCc6 A= +u,B=fB+u. Hinh 2.25

Vi biét @6 dai cung AB nén ta tinh duoc géc AOB va do dé tinh dugc d6 dai canh
AB. Tam giac ABC dugc xac dinh vi biét "gbc - canh - goc” clia tam giac dé. TU d6
ta c6 thé tinh dugdc chiéu cao CH cla tam giac ABC la khodng cach can tim. Ngudi
ta nhan thdy rang khoang cach nay gan bang mudi 1an d6 dai xich dao cla
Trai D4t (= 10 x 40 000 km).
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11.
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ON TAP CHUONG II

I. CAU HOI VA BAI TAP

Hay nhéc lai dinh nghia gia tri luong gidc ctia mot géc « véi 0° < <180°.
Tai sao khi « 1a cdc géc nhon thi gid tri lugng gidc nay lai chinh la cac ti s6
luong gidc da duge hoc 6 16p 9 ?

Tai sao hai géc bu nhau lai ¢6 sin bang nhau va c6sin déi nhau ?

Nhic lai dinh nghia tich vo huéng cta hai vecto a va b. Tich vo hudng nay

véi |2l va |b| khong d6i dat gia tri 16n nhat va nhd nhat khi nao ?

Trong mat phiang Oxy cho vecto ; =(=3; 1) va vecto I; = (2 ; 2), hay tinh
tich vo huéng ab.

Hay nhéc lai dinh 1i cosin trong tam gidc. Tir cic hé thiic nay hay tinh cosA,
cos B va cosC theo cac canh cta tam gidc..

Tur hé thic a® =b* + ¢* = 2bccos A trong tam gidc, hdy suy ra dinh li Py-ta-go.

Ching minh rang v6i moi tam gidc ABC, ta ¢6 a = 2Rsin A, b = 2Rsin B,
¢ =2RsinC, trong d6 R 1a ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam giac.

Cho tam gidc ABC. Chitng minh rang :
a) Géc A nhon khi va chi khi a® < b* + ¢? ;
b) G6c A th khi va chi khi @ > b* + % ;

c) Géc A vuong khi va chi khi a® = b* + ¢2.

Cho tam giac ABC c6 A= 60°, BC = 6. Tinh ban kinh dudng tron ngoai tiép
tam giac do.

Cho tam giadc ABC c¢6 a = 12, b = 16, ¢ = 20. Tinh dién tich S cua tam giac,
chiéu cao A, cac ban kinh R, r cla cdc dudng tron ngoai ti€p, noi ti€p tam
gidc va dudng trung tuyén m, clia tam giac.

Trong tap hop cac tam gidc c¢6 hai canh 1a @ va b, tim tam gidc c6 dién tich
16n nhat.



II. CAU HOI TRAC NGHIEM
Trong cac dang thic sau day déng thic nao 1a ding ?

N|§I

’ ’

(A) sin150° = —? : (B) cos150° =

(C) tan150° = ——— : (D) cot150° = /3.

\/g ]
Cho « va f1a hai géc khac nhau va bl nhau. Trong c4c dang thifc sau day,
dang thitc nao sai ?
(A) sina=sin 3 ; (B) cosa¢=~cos 3 ;
(O tanex =—tan 3 ; (D) cota=cot f.

Cho «1a géc tu. Diéu khing dinh nao sau day la diing ?

(A)sin a<0; (B) cosa >0 ;

(O tan <0 (D) cotar > 0.

Trong c4c khang dinh sau day, khing dinh n2o sai ?

(A) cos45° = sin 45° ; (B) cos45° = sin 135°;
(C) c0s30° = sin 120°; (D) sin60° = cos 120°.

Cho hai géc nhon « va Strong dé6 < 8 Khang dinh nio sau day 1a sai ?
(A) cos a< cos f; (B) sina< sin 3 ;

(C) a+B=90° = cosa=sinf; (D) tanx + tan 3> 0.

Tam gidc ABC vuong & A va c6 géc B = 30° . Khing dinh nao sau day 1a sai ?

(A) cosB = (B) sinC =? ;

N|’—‘ S)—
™)

(C) cosC = (D) sinB =%-

Tam giéc déu ABC c6 dudng cao AH. Khang dinh nao sau day la ding ?

3 r—
(A) sin BAH —i (B) cos BAH = L ;
2 NE)
LT 3 —
(C) sin ABC = % ; (D) sin AHC =%
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10.

11.

12.

13.

14.
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biéu khang dinh nao sau day la ding ?
(A) sina=sin(180° ~- @) ; : (B) cosar=cos(180° — o) ;
(C) tanar=tan(180° — @) ; _ (D) cotaxr = cot(180° — ).

Tim khang dinh sai trong cdc khéng dinh sau day :
(A) c0s35° > cos10°; (B) sin60° < sin80° ;
(C) tan45° < tan 60° ; (D) cos45° = sin45°.

Tam gidc ABC vuOng O A vac gbc B=50°. Hé thitc nao sau day la sai ?

(A) (A_é, B_C:) =130° ; (B) (B_C:, R) =40°:
(©) (4B, CE) =50° ; (D) (AC, CB)=120°.

Cho a va b 13 hai vecto cing huéng va déu khéc vecto 0. Trong cdc két qua
sau day, hay chon két qua ding.

(A a. b=l I3l : B)a.b=0;
© ab=-1; (D) a. b=l 8l

Cho tam giac ABC vuéng can tai A ¢c6 AB = AC = 30 cm. Hai dudng trung
tuyén BF va CE cét nhau tai G. Dién tich tam gidc GFC la :

(A) 50 cm?; (B) 50~/2 cm?;
(C) 75 cm? ; (D) 15V105 cm?.

Cho tam gidc ABC vudng tai A ¢6 AB =5 cm, BC = 13 cm. Goi goc ABC =«
va ACB = [. Hay chon két luan ding khi so sanh arva f:
(A) p> a; (B) f<a;
©) f=a; (D) a<f

Cho géc xOy=30°. Goi A va B 1a hai diém di dong l4n luot trén Ox va Oy
sao cho AB = 1. D0 dai 16n nhit cia doan OB bang :

(A)1,5; (B) /3 : ©) 242 ; (D) 2.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Cho tam gidc ABC c6 BC =a,CA=b,AB=c. Ménh dé ndo sau day la ding ?
(A) Néu b% + c* — a* > 0 thi géc A nhon ;

(B)Néu b+ > —a® >0 thi g6c A th ;

(C) Néu b* + ¢ — a* <0 thi g6c A nhon ;

(D) Néu b* + ¢* — a* < 0 thi géc A vuong.

DPudng tron tam O ¢6 ban kinh R = 15 cm. Goi P 1a mot diém céch tam O mot
khoang PO =9 cm. Day cung di qua P va vuéng géc véi PO c6 do dai la :

(A)22cm; (B)23 cm ; (O)24cm; (D) 25 cm.

Cho tam gidc ABC ¢6 AB = 8 cm, AC = 18 cm va c6 dién tich bing 64 cm’,
GidtrisinAla: :

3

3 4 8
A) = =; o ~
()2, (B)8’ (C)S’ (D)9

Cho hai g6c nhon ¢ va £ phu nhau. Hé thic nao sau day 1a sai ?

(A) sina@ = —cos B (B) cosa =sin 4;

(C) tana = cot 3; : (D) cota =tan f3.

Bit déing thic nao dudi day 1a ding ?

(A) sin90° < sin150°; (B) sin 90°15’ < sin 90°30’ ;
(C) cos 90°30" > cos 100°; (D) cos 150° > cos 120°.

Cho tam gidc ABC vuong tai A. Khang dinh nao sau day la sai ?
(A) AB.AC < BA.BC ; (B) AC.CB < AC.BC ;

—_— —_ —

(C) AB.BC < CACB ; (D) AC.BC < BC.AB.

Cho tam gidc ABC c6 AB=4cm,BC=7cm,CA=9cm. GidtricosAla:
2 1 2 1

A) = B) - C)-=; : D) —-

( )3 ( )3 © 3 ( )2

2 _'2
ChohaidiemA=(1;2)vaB=(3;4).Gidtricia AB la:
(A)4; (B) 42 ; (C) 62 ; (D) 8.
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24.

25.

26.

27.

28.
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Cho hai vecto a = =(4;3)va b = (1; 7). Géc giita hai vectd avabla

(A)90°; (B) 60°;

(C) 45°; (D) 30°.

Cho hai diém M = (1 ; =2) va N = (=3 ; 4) . Khoang cich gitta hai diEm M va N1a:
(A)4; (B)6;

(©) 36 ; (D) 24/13.

Tam giac ABCc6A=(=1:;1);B=(1;3)vaC=(1;-1).
Trong c4c cdch phat biéu sau ddy, hay chon cdch phét biéu diing.
(A) ABC latam giac c6 ba canh bang nhau ;

(B) ABC 1a tam giac c6 ba géc déu nhon ;

(C) ABC latam gidc can tai B (c6 BA =BC) ;

(D) ABC latam gidc vuodng can tai A.

Cho tam gidc ABC c6 A=(10;5),B=3;2)vaC=(6;-5). Khang dinh nao
sau day la dung ?

(A) ABC la tam gidc déu ;

(B) ABC 1a tam gi4c vudng can tai B ;
(C) ABC latam gidc vudng cantai A ;
(D) ABC la tam gidc c¢6 géc tu tai A.

Tam giac ABC vuong can tai A va ndi ti€p trong dudng tron tdm O bén kinh R.

Goi r 1 ban kinh dudng tron noi ti€p tam gidc ABC. Khi dé ti s6 R bang :

;
(A) 1442 ; ®) 2+2ﬁ :

V2 -1 | 1+2
(C)T (D) ==

Tam gidc ABC c6 AB =9 cm, AC = 12 cm va BC = 15 cm. Khi dé dudng
trung tuyén AM cua tam giac c¢6 d6 dai 1a :

(A)8cm; (B) 10cm ;

(©)9cm; (D) 7,5 cm.



29. Tam gidc ABC ¢6 BC = a, CA = b, AB = ¢ va c6 dién tich §. Néu tang canh

30.

BC lén 2 lan d6ng thai tang canh CA lén 3 lan va giif nguyén do 16n cua géc
C thi khi d6 dién tich ctia tam gidc mdi dugc tao nén bang :
(A)2S; (B)3S; (C)4S; (D) 6S.

Cho tam gidc DEF ¢ DE = DF = 10 cm va EF = 12 cm. Goi I 1a trung diém cla
canh EF. Doan thang DI c6 do dai.la :

(A)6,5cm; (B)7¢cm (C©)8cm; (D) 4 cm.

Rgudi tim ra sao Hiai Vuong (Reptune)
chi nho cac phép tinh vé quy dao cac hanh tinh

Nha thién van hoc U-banh Lo-ve-ri-é
(Urbain Leverrier, 1811-1877) sinh ra
trong mot gia dinh cong chic nhd tai
viing Nobéc-maing-di nudc Phap. Ong hoc
8 trudng Bach khoa va dugc gitt lai tiép
tuc su nghiép nghién ctru khoa hoc va
gidng day & d6. Ong da say sua thich tha
tinh toan chuyén déng ctia cac sao chdi
va cla cac hanh tinh, nhat 1a sao Thuy
(Mercure). Véi nhimg thanh tich nghién
cltu khoa hoc xuat sic vé thién van hoc,
6ng dugc nhan danh hiéu Vién si Han
lam Phap khi éng tron 34 tudi.

Vao thdi ki bay gid, cac nha thién vin
dang tranh luan sé6i ndi vé “diéu bi mat’
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clia sao Thién Vuong (Uranus) vi hanh tinh nay khdng phuc tting theo nhimg dinh
luat v& chuyén dong cta cac hanh tinh do Gid-han Ké-ple (Johannes Kepler,
1571-1630) néu ra va khong theo dung dinh luat van vat hap dan cta I-sac Niu-ton
(Isaac Newton, 1642-1727). Diéu bi an la vi tri chia sao Thién Vuong trén bau troi
khéng bao gid phi hgp véi nhiing tién doan dua vao cac phép tinh cia cac nha
thién van thdi bay gio. Nha thién van hoc tré tudi Lo-ve-ri-& mudn nghién cltu tim
hiéu diéu bi 4n nay va tu dat cau hdi tai sao sao Thién Vuong lai khéng tuan theo
nhimng quy luat chuyén dong clia cac thién thé. Mot s6 nha thién van thai bay gid
da du doan rang con dudng di cla sao Thién Vuong bi siic hiut cla sao Moc
(Jupiter) hay sao Thé (Saturne) quéy nhiéu. Khi d6 riéng Lo-ve-ri-& da néu lén mot
gia thuyét hét sifc tao bao, dua vao cac phép tinh ma 6ng da thuc hién. Ong cho
rang sao Thién Vuong khdng ngoan ngoan theo tién doan clia cac nha thién van
c6 18 do bi 4nh hudng bdi mét hanh tinh khac chua dugc bigt dén & xa Mat Trdi hon
sao Thién Vuong. Hanh tinh nay da tac déng 1én sao Thién Vuong lam cho né ¢d
nhiing nhiéu loan kh6 c6 thé quan sat dugc. Lo-ve-ri-& da kién phan tinh toan lam
viéc trong phong suét hai tuan lién, véi biét bao cong thic, nhin vao ai cting cam
thady chéng mat. Cudi cung chi dua vao thuan tuy cac phép tinh, Lo-ve-ri-é xac
nhan rang cb su hién dién ctia mot hanh tinh chua biét tén. Vao thai gian dé, ¢
Phap vi dai Thién van Pa-ri khdng dd manh, nén khdng thé nhin dugc hanh tinh d6.
Ngay sau d6, Lo-ve-ri-& phai nha nha thién van Gan (Galle) 3 dai quan sat Beclin
xem xét hd. Ngay 23 thang 9 nam 1846, Gan da hudng kinh thién van vé khu vuc
bau trdi da dugc Lo-ve-ri-& chi dinh va vui mimng tim thdy mot hanh tinh chua cé tén
trén danh muc. Nhu vay siic manh cla tai nang con ngudi lai dugc thé hién mot
cach xudt sac qua viéc kham pha ra hanh tinh méi nay. Moi ngudi déu than phuc,
chic mimg cudc kham pha thanh cong t8t dep nay va cho rang Lo-ve-ri-é da phat
hién ra mot hanh tinh mai chi nhd vao dau chiéc.bat chi cta minh (1). Bay la mot
bai toan rat kho, nd khdng giéng bai toan tim ngay, gid, dia diém xuat hién nhat
thuc, nguyét thuc vi cac chi tiét chi biét phdng chimng théng qua cac nhiéu loan, do
tac dong ctia mét vat chua biét, ngudi ta can phai tim quy dao va khdi lugng cla
hanh tinh d6, can xac dinh dugc khoang cach cla né tgi Mat Trdi va cac hanh tinh
khac v.v... Hanh tinh m&i nay dugc dat tén la sao Hai Vuong (Neptune). Ciing vao
thai diém d6 nha thién van hoc ngudi Anh la A-dam (Adam) ciing phat hién ra hanh
tinh d6 va ngudi nay khong biét dén céng trinh clia ngudi kia. Tuy vay, Lo-ve-ri-é
van dugc xem la ngudi ddu tién phat hién ra sao Hai Vuong va sau dé éng dugc
nhan hoc vi Gido su Dai hoc Xobc-bon déng thdi dugc nhan Huy chuong Béc dau
béi tinh. Nam 1853 U-banh Lo-ve-ri-& dugc Hoang dé Na-po-1é-6ng (Napoléon) Bé
Tam phong chic Giam déc Pai quan sat Pa-ri. Ong méat nam 1877. Cac nha thién
van hoc trén thé gidi da danh gia cao phat minh quan trong nay cla Lo-ve-ri-é.



PHUGNG PHAP T0A B0
TRONG MAT PHANG

“* Phuong trinh dudng thang
“* Phuong trinh dudng tron
“* Phuong trinh dudng elip

Trong chucng nday ching ta su dung phuong
phép toa dé dé tim hiéu vé duong thang,
duong tron vé duong elip.

Duding thang Pudng tron Pudng elip

Hinh 3.1
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§1. PHUONG TRINH BPUONG THANG

1. Vecto chi phuong cla dudng théng
A1 Trong mat phang Oxy cho duang thang A 1a db thi clia ham s6 y = %x.

a) Tim tung do clia hai diém M, va M nam trén A, ¢6 hoanh do lan lugt 14 2 va 6.

b) Cho vecto U= (2;1). Hay chimg 10 fo cung phuang Vi u.

yA
et
M

M, -

o x

A
Hinh 3.2
Dinh nghia

Vec[a u duoc goi la vecto chi phuong ciia duong thang A néu

u #0 va gid cua u song song hodc triung voi A.

Nhdn xét

— Néu u 1a mét vecta chi phuong clia dudng thang A thi ku (k # 0) cling 12
mot vectd chi phuong cua A. Do dé mot dudng thang c6 vo s6 vectd
chi phuong.

— Mot dudng thang hoan toan dugc x4c dinh néu biét mot diém va mot vecto

chi phuong ctia dudng thing dé.
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2. Phuong trinh tham s8 cua dudng thdng
a) Dinh nghia
Trong mat phing Oxy cho dudng thang A di qua diém My(xy5 ¥p) va nhan
i =(u ; uy) 1am vecto chi phuong. VGi méi diém M(x ; y) bat ki trong mat

phang, tacé6 M M = (x—xy3 y = y,). Khi d6

Me Ae MM cing phuong véi u & MM =1

v A

X=X, =tu
- 0 |
U/V = N =
V=Y, =i,
M X= N+,
Mo =, Vo +1 M
> = L{
o X - 0 2
A
A
Hinh 3.3

Heé phuong trinh (1) dugc goi la phuong trinh tham sé cla dudng thang A,
trong d6 ¢ 1a tham s6.
Cho ¢ mot gi4 tri cu thé thi ta x4c dinh dugc mot diém trén dudng thing A.

Az Hay tim mot diém co toa do xac dinh va mot vecta chi phuong cla dudng thang co
phuong trinh tham s6
X=5-6t
y=2+8t.

b) Lién hé giita vecto chi phuong va hé so goc cia duong thdang
Cho dudng thing A c6 phuong trinh tham s6

X=X+

Y=Y+,
Néu u, # 0 thi tir phuong trinh tham s6 ctia A ta ¢6

X—X
0
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Lo
suy ra y -y, = -“—(.\ —Xp).
I

u :
B} 2 .
bat i= “—— ta dugc v — y, = k(x — x,).

I

s

Hinh 3.4

x Y

A

b)

Goi A la giao diém cla A véi truc hoanh, Av la tia thudc A 0 vé nlia mat

phing toa do phia trén (chira tia Oy). Dat o = \/A\\ ta thidy & = tana. SO k
chinh 12 11é 56 gdc cha dudng thang A ma ta da biét & 16p 9.

Nhu vay néu dudng thang A cé vecto chi phuong u= (uy 5 up) vOi u #0 thi

. . l{’)
A cohé so gock=—-

.

As Tinh hé s6 goc clia duong thang d co vecta chi phuong la U= (-1, \/5).

==

== Vidu. Viét phuong trinh tham s6 cta duong thang d di qua hai diém A(2 ; 3)
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va B(3; 1). Tinh hé s6 géc cua d.

GIA!

Vid diqua A va B nén d c6 vecto chi phuong AB = (1 ; -2)

: o fy=2
Phuong trinh tham s6 cua d la
y=3-2r.
ko a U, =2
Hé s6 goccuadlak= —“=T =-2.

1
|



A,

Vecto phéap tuyén cua duong théng

X =-5+2¢

va vecto n = (3 —2). Ha
y=4+3t ( ). Hay

Cho dudng thang A ¢6 phuong trinh {
ching 16 n vudng goc vai vecta chi phuong cla A.

. Dinh nghia
 Vecto n dioe goi la vecto phap tuyén ciia duong thang A né

PN

n#0 va n vuong goc voi vecto chi phicong ciia A.

Nhdn xét

~ Néu n 1a mot vecto phdp tuyén cia dudng thang A thi kn (k # 0) ciing
12 mot vecto phdp tuyén cua A. Do d6 mot dudng thang c¢6 vo s6 vecto
phdp tuyén.

— Mot duding thang hoan toan duoc xdc dinh néu biét mot diém va mot vecto
phap tuyén cua né.

Phuong trinh t8ng quét cta dudng théng

Trong mat phang toa do Oxy cho dudong
thang A di qua diém M (x,: v,) va nhan

YA

;;(a . b) lam vecto phdp tuyén.
Véi méi diém M(x : v) bat ki thuéc mat

phang, taco: MM = (x = x5 ¥ = ¥y

Khidé: M(x;v)e Aes n L MM
& alx—x) + by -y =0
& ax+ by + (—a.\'O - byo) =0

Sax+by+c=0
VOl ¢ = —ax, = by,,.
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a) Dinh nghia

. Phuong trinh ax+ by + ¢ =0 véia va b khéng déng thot bang 0,
dugc goi la phuong trinh tong quadt ciia duomg thdng.

Nhdn xét. Néu dudng thang A c6 phuong trinh 12 ax + by + ¢ = 0 thi A ¢6

vectd phap tuyén la n = (a ; b) va cd vectd chi phuong 12 u = (=h;a).

As Hay ching minh nhan xét trén.

b) Vi du. Lap phuong trinh téng quat clia dudng thang A di qua hai diém
A(2;2)vaB(4;3).

GIAI
Pudng thing A di qua hai diém A, B nén c6 vecto chi phuong la AB = (2; 1).

T d6 suy ra A c6 vecto phdp tuyén la n= (-1 ; 2). Vay dudng thang A c6
phuong trinh téng quat 1a :

D.(x=2)+2(y-2)=0
hay x=2y+2=0.

As Hay tim toa do clia vectd chi phuong cia duong thang cé phuang trinh :
3x+4y+5=0.

¢) Cdc truong hop ddc biét
Cho dudng thang A cé phuong trinh

téng quit ax+by+c=0 (1) Y4
e Néu a = 0 phuong trinh (1) trd thanh
_c
b_v+c=0hay_\':—%~ 2 b
Khi dé dudng thang A vudng géc v6i
gz c o X

truc Oy tai diém | 0 ; —g (h.3.6).

Hinh 3.6
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® Néu b = 0 phuong trinh (1) tr& thanh ax + ¢ = 0 hay x = _L
a

Khi d6 dudmg thang A vuéng géc véi truc Ox Y4 A
tai diém (—5 ; 0} (h.3.7).
a
O _c i
a
Hinh 3.7
e Néu ¢ = 0 phuong trinh (1) tré thanh ax + by = 0.
Khi dé dudmg thing A di qua géc toa do O (h.3.8). A
A
o .
X
Hinh 3.8
e Néu a, b, ¢ déu khic 0 ta c6 thé dua phuong trinh (1) vé dang
SR ) A
4 by
~.-<
voi a0=—£' boz—c NN
a
M I
(0] _c X
a A
Hinh 3.9

Phuong trinh (2) duge goi 1a phuong trinh dudng thdng theo doan chdn,
dudng thang nay cat Ox va Oy lan luot tai M(ay; 0) va N(0; by) (h.3.9).
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A7 Trong mat phang Oxy, hay vé cac duang thang co phuong trinh sau day -

76

d, x-2y=0,

Vi tri tuong déi clia hai dudng théng
Xét hai dudng thang A, va A, ¢6 phuong trinh tong quat lan luot la
ax+by+c =0 va «,v+hy+c¢,=0

Toa d¢ giao diém clia A, va A, la nghiém cia hé phuong trinh :
[al.\'+hl_\’+(‘l =0 "
1(12_\' +hy+e, = 0.

Ta c6 céc trudng hop sau :

a) He (I) c6 mot nghiém (xq: v ). khi do A, cat A, tai diém My(xg: yo)-

b) He (I) c6 v s6 nghiem, khi d6 A, trung v6i A,.
¢) Hé (I) vo nghiém, khi d6 A, va A, khong c6 diém chung, hay A, song
song véi A,
Vi du. Cho dudng thang d c6 phuong trinh v — v + 1 = 0, xét vj tri tuong doi
clia d véi méi duong thang sau :

Ai2v+y-4=0;
Ayix=y=1=0;
Ay

2v-2v+2=0.



GIAI

a) Xétd va A, h¢ phuong trinh
x—-y+1=0
2x+y—-4=0

c¢6 nghiém (1 ; 2).

Vay dcat A tai M(1; 2) (h.3.10).

b) Xét d va A, , hé phuong trinh d
x=y+1=0 . 1 >
vO nghiém.
x—y—-1=0 -
o| /1 X
Vayd// Ay (h3.11). Y /, )
Hinh 3.11

¢) Xétd va A, he phuong trinh

x—y+1=0 )
2x-2y+2=0 (2)

cd vo s6 nghiém (vi cac hé sg
cta (1) va (2) ti 1é).

O
> ¥

Vay d=A, (h.3.12).
Hinh 3.12

Aa Xét vi tri tuong d6i clia dudng thang A : x — 2y + 1 = 0 v6i m5i dudng thang sau :
d,:-3x+6y-3=0;
dy y=-2x;
dy:2x+5=4y.
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6.

Géc gifrd hai dudng thdng

Ag Cho hinh chr nhat ABCD ¢6 tam I va cac canh AB = 1. AD = /3. Tinh s6 do céc

78

gécA/II\Jvé DIC .

B Cc
Hinh 3.13

Hai dudng thang A, va A, cat nhau tao thanh bon géc. Néu A khong vuong goc
vGi A, thi géc nhon trong s6 bon géc dé dugc goi 1a géc giita hai duong thing
A, va A,. Néu A, vuong géc véi A, thi ta n6i géc gilta A, va A, bang 90°.
Truong hop A, va A, song song hoac trung nhau thi ta quy udc géc gilta A, va
A, bang 0°. Nhu vy géc giita hai dudng thang luon bé hon hoac bang 90°.

Goe giia hai dudng thing A, va A, duoc kihieu Ta (A, A, ) hotc (4, A,)

Cho hai dudng thang

Atax+by+c =0,

Ay rax+by+c,=0.

J—

va n, trong dé

Dat = (Al, Az) thi ta thdy ¢ bang hoac bu vdi goc gitta n 2

n, n, lanlugt la vecto phép tuyén ctia A; va A,. Vicosg 20 nén ta suy ra

n .)’12

—

cos@=

!

J—

n

1’2

COS(I’l n )‘ = ;

S

1

‘aa +b b
cosp= ——tt2 121 | /
2 2 2,2
A
\/a1 +bl \/02+b2 2

[\

Hinh 3.14




15 Chiiy
eA LA & n Ln, e aa,+bb,=0.

® Néu A, va A, c6 phuong trinh y = k.x + m, vay = kyx + m, thi

A LA, & kky=-1.

7.  €Cong thic tinh khodng céach ti mét diém dén mét dudng théng
| Trong mdt phdng Oxy cho duong thdng A c6 phuong trinh
ax+by + ¢ =0vadiém My(xy ; yo). Khodng cach rix diém
My dén duong thdng A, ki hiéu la d(My, A), dugc tinh boi
cong thirc

axp+byny +c
d(My, A) = M_
\/a2 + b2
¥ A m
CHUNG MINH "y
Phuong trinh tham s6 ctia duong théng m di il °
qua Mo(xg: o) va vuong goc véi dudng ™~
théng Ala: H
_ o) X
X=X, +ta / 3 X
Y=y, + th
Hinh 3.15

trong d6 n (a ; b) 1a vecto phap tuyén cua A.
Giao diém H cla dudng thang m va A tng v6i gid tri cia tham s6 1a nghiém
't,, cua phuong trinh :

H
a(xg+ta)+b(yg+tb)+c=0.
ax, +by. +c
Tacé tH:———02 02 ‘
a +b

Vay diém H = (xg+tya; yo+tyb).
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Tudésuyrad(My,A) = MgH = \/(xH—x0)2+(yH_.y0)2

a® +b?

Aw Tinh khoang cach tir cac diém M(-2 ; 1) va O(0 ; 0) dén duang thang A c6 phuong
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tinh 3x -2y - 1=0.

Cau hoi va bdi tép
Lap phuong trinh tham s6 ctia dudng thang d trong méi trudng hgp sau :
a) d di qua diém M(2 ; 1) va c6 vecto chi phuong u =(3;4);
b) d di qua diém M (=2 ; 3) va c6 vecto phdp tuyénla n =(5; 1).
Lap phuong trinh tdng quat chia dudng thang A trong méi trudng hgp sau :
a) Adiqua M(-5;-8)vacohésdgock=-3;
b) A di qua hai diém A(2 ; 1) va B(—4 ; 5).
Cho tam gidc ABC, biét A(1 ; 4), B(3; -1) vaC(6; 2).
a) Lap phuong trinh tdng quat cua cac duong thang AB, BC va CA ;
b) Lap phuong trinh téng quat ctia dudng cao AH va trung tuyén AM.
Viét phuong trinh téng quédt ctia dudng thang di qua diém M4 ; 0) va
diém N(O ; -1).

Xét vi tri tuong d6i chia cdc cap duong thang d; va d, sau day :

a) dj:4x—10y+1=0 va dy :x+y+2=0;
=5+1
b) d}: 12x— 6y +10 =0 va d2:{x
y=3+2z;
x=-6+5¢
c) dy:8x+10y-12=0 3 dy:

x=2+2t

Cho dudng théng d c¢6 phuong trinh tham s { 34t
y=3+1.

Tim diém M thuoc d va cdch diém A(0 ; 1) mot khoang bang 5.



Tim s¢ do cua géc giita hai dudng thang d, va d, 1an luogt ¢ phuong trinh

d :4x—-2y+6=0va dy :x-3y+1=0.

Tim khoang cach tir mot diém dén dudng thang trong céc trudng hop sau :

a)AG,S), A:4x+3y+1=0;
b) B(1 ; —2), d:3x-4y-26=0;
c)C(1;2), m:3x+4y—-11=0.

Tim ban kinh cia dudng tron tam C(=2 ; —2) tiép xic v6i dudng thing
A:5x+12y—-10=0.

§2. PHUGNG TRINH PUONG TRON

Phuong trinh dudng tron cé tam va ban kinh cho trude

y A
M(x; )
bl
! .
(0] a X
Hinh 3.16

Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) tam / (@ ; b), ban kinh R (h.3.16).
Taco

Mx;y)e (C) © IM=R

o \/(x—a)2+(y—b)2 =R
& (x—al’+(y-b’=R-
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Phuong trinh (x - @)* + (y - b)* = R* dugc goi 1a phuong trinh duong tron
tam I(a; b) ban kinh R.

Chang han, phuong trinh dudng tron tam /(2 ; -3) ban kinh R = 5 1a :
(x-2)%+(y+3)°=25.
I Chu y. Phuong trinh duong tron c6 tam Ia goc toa do O va c6 ban kinh R 1a :
X+ y2 =R
A1 Cho hai diém A(3 ; —4) va B(-3 ; 4).
Viét phuong trinh duong tron (C) nhan AB 1am dudng kinh.

2. Nhan xét

Phuong trinh dudng tron (x — a)> + (y — b)* = R? ¢6 thé duoc viét dudi dang
x2+y2—2ax—2by+C:O,trongdc’)c=a2+b2—R2.

Nguoc Iai, phuong trinh 2+ y2 - 2ax = 2by + ¢ = 0 la phuong trinh cua
duwong tron (C) khi va chi khi @® + b* — ¢ > 0. Khi d6 dudng tron (C) ¢6 tam

I(a;b) vabin kinh R = Va® +b° —c.

Az Hay cho biét phuong trinh ndo trong cac phuong trinh sau day la phuong trinh
duang tron :
2¢+y —8x+2y-1=0;

X+ +2x-4y-4=0;
X4y - 2x—6y+20=0;
X+ P +6x+2y+10=0.

3. Phuong trinh ti€p tuyén cua dudng trén

Mo

Hinh 3.17



Cho diém M(x,; y,) ndm trén duong tron (C) tam I(a ; b). Goi A la ti€p
tuy€n vdi (C) tai M,,.

Ta c6 M, thuoc A va vectd 7/170. = (xy— a; y, — b) 1a vecto phap tuyén cua A.
Do d6 A ¢6 phuong trinh la :

(g = DX =X,) + g = D)y = ¥,) =0 )

Phuong tinh (2) 1a phuong trink tiép tuyéh cha dudng tron (x — a)* + (y — b)* = R
tai diém M ndm trén dudng tron.

@ Vi du. Viét phuong trinh ti€p tuyén tai diém M(3 ; 4) thuoc dudng tron
C): (x—= D+ (y-2)=8.
GIAI _
(C) ¢ tam I(1 ; 2), vay phuong trinh ti€p tuyén véi (C) tai M(3 ; 4) la :
B-DE=3)+@ - -4=0
2x+2y-14=0
x+y-7=0.

g

g

Cau hdi va bdi tap

1. Tim tam va bdn kinh cua céc dudng tron sau :
X +y —2x—2y-2=0:
b) 163% + 16y° + 16x -8y —11=0;
Ot +y —4x+6y—3=0.

2. Lap phuong trinh dudng tron (€) troné cac trudng hop sau :
a) (€) co6tam I(=2 ; 3) va di qua M(2 ; =3) ;
b) (&) c6 tam I(~1 ; 2) va tiép xiic v6i dudng thang x — 2y +7=0;
¢) (@) codudng kinh ABvéi A =(1; 1)vaB=(7;5).
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3. Lap phuong trinh dudng tron di qua ba diém
a) A(1;2), B(5:2), C(1;-3);
b) M(-2; 4), N(5 5 5), P(6;=2).

4. Lap phuong trinh duong tron ti€p xidc v6i hai truc toa do Ox, Oy va di qua
- diEmMQ ; 1).

5. Lap phuong trinh ctia dudng tron ti€p xuic véi cdc truc toa do va cd tam & trén
duong thang 4x — 2y — 8 = 0.
6. Cho dudng tron (&) c6 phuong trinh
x2+y2—4x+ 8y-5=0.
a) Tim foa do tam va ban kinh cia (€) ;
b) Viét phuong trinh tiép tuyén véi (€) di qua diém A(-1; 0) ;
¢) Viét phuong trinh ti€p tuyén véi (&) vudbng géc véi dudng thing
3x—4y+5=0.

§3. PHUONG TRINH PUGNG ELIP

1. binh nghia dudng elip

" Hinh 3.18
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A1 Quan sat mat nudc trong cdc nudc cam nghiéng (h.3.18a). Hay cho biét dudng dugc
danh dau bdi mdi tén co phai la duong tron hay khong ?

Az Hay cho biét bong clia mot dudng tron trén mot mat phang (h.3.18b) ¢6 phai la mot
dudng tron hay khong ?

Déng hai chiéc dinh c6 dinh tai hai diém F va F, (h.3.19). Lay moét vong
day kin khong dan héi c6 do dai I6n hon 2 FF, . Quang vong day d6 qua hai
chiéc dinh va kéo cang tai mot diém M nao dé. Pat dau bt chi tai diém M

161 di chuyén sao cho day luon cang. Dau buit chi vach nén mot dudng ma ta
goi 1a duong elip.

Hinh 3.19

Dinh nghia

Cho hai diém ¢ dinh Fy, Fyva mot do dai khong doi 2a lon
hon F\F, . Elip la tap hop cac diém M trong mdt phang sao cho

FM+F,M=2a.

Cdc diém Fy va F, goi la cdc tiéu diém cua elip. Do dai

FF, =2c¢ goi la tiéu cu cua elip.
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2. Phuong trinh chinh tdc cla elip

/1
B My
N / % .
K

Hinh 3.20

Cho elip (E) ¢6 cic tiéu diém F va k. Diém M thuoc elip khi va chi khi
F1M+ EM = 2a. Chon h¢ truc toa d Oxy sao cho F| =(-¢; O)va F2 ={(c;0).
Khi d6 ngudi ta ching minh duogc :

22
Mixiy)e () S+io=1 (1)

a b

trong d6 bt =a®-c*.

Phuong trinh (1) goi 1a phuong trink chinh tdc cla elip.

As Trong phuong trinh (1) hay giai thich vi sao ta luon dat dugc b? = a’-c%.

<

3.  Hinh dang cua elip
Xét elip (E) c6 phuong trinh (1) : M_—
a) Néu diém M(x ; y) thuoc (E) thi ' F,
cac diém M (=x;y), M,(x; -y) va A,
M3 (=x ; —y) cling thudc (E) (h.3.21). s S EE R

o o L |

:

1

]

MU

= """"Iz

N):.
x VY

Vay (E) c6 cac truc doi xing la Ox, Oy
va ¢ tam do61 xung la géc O.

Hinh 3.21
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b) Thay y = 0 vao (1) ta cé x = +a, suy ra (E) cit Ox tai hai diém A (-a;0)

va A, (a; 0). Tuong ty thay x = 0 vao (1) ta dugc y = b , vay (E) cit Oy tai hai
diém BI (0;-b)va 82 (0; b).

Cac diém A, Ay, B/va B, goila cdc dinh cla elip.
Doan thang A A, goi 1a rruc Ion, doan thang B, B, goi la truc nhd ca elip.

2 2

. X .
@‘ Vi du. Elip (£) : F+Zl_=1 ¢ géc dinhla Aj(=3;0), Ay(3;0), B)(0; -1),

A,

By(0;1) va AjA, =61atruc 16n con B|B, =2 la truc nhd.

Hay xéc dinh toa do cac tiéu diém va vé hinh elip trong vi du trén.

Lién hé gida dudng tron va dudng elip

a) Tir he thicc b* = @ - ¢’ ta thdy néu.tiéu cu cla elip cang nhé thi b cang
gan bang a, tic 1a truc nho cia elip cang gan bang truc 16n. Liic d6 elip ¢6
dang gan nhu dudng tron.

b) Trong mat phang Oxy cho dudng tron (€ ) c6 phuong trinh
Ptyt=a. |

Véi mdi diém M(x ; y) thudc dudng tron ta xét diém M’(x” ; y’) sao cho
. x' _ N

X
b (v6i0<b<a) (h3.22) di

y
a

y'=

thi tap hop cc diém M’ c6 toa do
thoa médn phuong trinh
2 2
X Y VW mAr Al : o
— +=—5 =1 lamotelip (E).
a b

<Y

Khi d6 ta n6i dwdng tron (@) duge
co thanh elip (E).

Hinh 3.22
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Cau hoi va bai tap

Xdc dinh do dai cac truc, toa do cdc tiéu diém, toa do céc dinh cha cdc elip ¢6
phuong trinh sau :

2 2
) RPN
25 9

b) 4x% +9y* =1 ;
¢) 4x% +9y% =36.
Lap phuong trinh chinh tic cua elip, biét

a) Do dai truc 16n va truc nho lan luot la8 va 6 ;

b) Do dai truc 16n bang 10 va tiéu cu bang 6.
Lap phuong trinh chinh tic cua elip trong cdc truong hop sau : -

a) Elip di qua cdc diém M(0 ; 3) va N(3 ; __ISEJ :
. . N A -2 N N g \/g L - .
b) Elip c6 mot tiéu diém 1a Fl(—\/g ;0)vadiemM| 1, 7 nam trén elip.

Pé cit mot bang hiéu quang céo hinh elip ¢6 truc 16n 1a 80 cm va truc nho la
40 cm tr mo6t tdm van ép hinh chit nhat ¢6 kich thudc 80 cm x 40 cm, nguoi
ta vé& hinh elip dé 1én tdm van ép nhu hinh 3.19. Hoi phdi ghim hai c4i dinh
cdch cac mép tdm van ép bao nhiéu va lay vong day c6 do dai 1a bao nhiéu ?

Cho hai dudong ton G(F ; R) va G (F, : Ry). @ nam trong €, va
F, # F, . Dudng tron @ thay ddi luon ti€p xiic ngoai v6i @, va tiép xic trong

v6i @2. Hiy chimg t0 rang tam M clia dudng tron € di dong trén mot elip.



Y, Ba dudng conic
— va quy dao cia tau vil tru

Elip Parabol Hypebol

Hinh 3.23

1. Khi ct mdt mat ndn tron xoay bdi mét mat phang khéng di qua dinh va khong
vudng gbc vdi truc cla mat noén, ngudi ta nhan thdy ngoai dudng elip ra, cé thé
con hai loai dudng khac nlra 1a parabol va hypebol (h.3.23). Cac dudng ndi trén
thuang dugc goi la ba dudng cénic (do gbce ti€ng Hi Lap Konos nghia 1a mat nén).

2. Dudi day 1a vai vi du vé hinh anh cla ba dudng conic trong ddi séng hang ngay :

- Béng cia mot qua bong da trén mat san thudng ¢é hinh elip (h.3.24).

Hinh 3.24
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- Tia nubc tur voi phun & cong vién thudng 1a dusng parabol (h.3.25).

Hinh 3.25

— Béng ctia dén ngu in trén tudng co thé 1a dudng hypebol (h.3.26).

Hinh 3.26

3. Tau vi tru dugc phoéng 1én tir Trai D4t ludn bay theo nhiing quy dao, quy dao
nay thudng la dudng tron, elip, parabol hoac hypebol. Hinh dang cta quy dao
phu thudc vao van téc cla tau vii tru (h.3.27). Ta cb bang tuong (ng gilta téc do

va quy dao nhu sau.



Téc dd V, cla tau vii try Hinh dang quy dao tau v{ tru
7.9 km/s dudng tron

7,9 km/s < V0 < 11,2 km/s _elip

11,é km/s Mot phan cla parabol

V, > 11,2 km/s ) Mét phan clia hypebol

Ngoai ra ngudi ta con tinh dugc cac téc dé vi tru t8ng quat, nghia 1a téc d6 cta cac
thién thé chuy8n dong dsi vdi cac thién thé khac dudi tac dung cla luc hdp dan
tuong hé. Vi du d€ phéng mét tau vi tru thoat li dugc Mat Trang trd vé Trai Dat thi
can tao cho tau mot téc dé ban dau la 2,38 km/s.

Hypebol
(Vo> 11,2 km/s)

Parabol
(Vo= 11,2 km/s)

Pudng tron
(V,=7,9 km/s)

Elip
(7.9 km/s < V, < 11,2 km/s)

Hinh 3.27
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Gio-han Ke-ple va quy luat
chuyén dong cilia cac hanh tinh

M,

Hinh 3.28

Gid-han Ké-ple (Johannes Kepler, 1571-1630) 1a nha thién van ngudi Dic. Ong la
mét trong nhiing ngudi da dat nén méng cho khoa hoc tu nhién. Ké-ple sinh ra &
Vu-tem-be (Wurtemberg) trong mét gia dinh nghéo, 15 tudi theo hoc trudng déng.
Nam 1593 6ng t6t nghiép Hoc vién Thién van va Toan hoc vao loai xuét s3c va trd
thanh gido su trung hoc. Nam 1600 6ng dén Pra-ha va cung lam viéc vdi nha thién
van néi tiéng Ti-co Bra.

Ké-ple ndi ti€ng nhd phat minh ra cac dinh luat chuyén déng clia cac hanh tinh :

1. Cac hanh tinh chuyén dong quanh Mat Trdi theo cac quy dao 1a cac dudng elip
ma Mat Trdi la mét tiéu diém.

2. Doan thang néi tr Mat Trdi dén hanh tinh quét dudc nhimg dién tich bing nhau
trong nhimg khoang thdi gian bang nhau. Chang han néu xem Mt Trdi 1a tiéu diém
F va néu trong ciing mét khodng thai gian t, mot hanh tinh di chuyén tir M, dén M,
hoac tr M, dén M, thi dién tich hai hinh FMM, va FMM, béng nhau (h.3.28).

3. Néu goi Ty, T, lan lugt 1a thdi gian dé hai hanh tinh bat ki bay hét mét vong

quanh Mat Trdi va goi a4, a, 1an lugt 1a dé dai nita truc 16n cla elip quy dao cla
hai hanh tinh trén thi ta luén c6

2
o

5=
a

\l
ml\l

NTWIN

Cac dinh luat néi trén ngay nay trong thién van goi la ba dinh luat Ké-ple.



ON TAP CHUONG IIT

I. CAU HOI VA BAI TAP

Cho hinh chit nhat ABCD. Biét cac dinh A(S ; 1), C(0 ; 6) va phuong trinh
CD : x + 2y —12 = 0. Tim phuong trinh c4c dudng thing chia céc canh con lai.
Cho A(1 ; 2), B(-3 ; 1) va C(4 ; -2). Tim tap hop céc diém M sao cho
MA? + MB* = MC?.

Tim t4p hop céc diém cdch déu hai dudng thang

A;:5x+3y-3=0 va Ay :5x+3y+7=0.

Cho dudng thang A: x - y +2 =0 va hai diém O(0 ; 0), A2 ; 0).

a) Tim diém d6i xing cla O qua A ;

b) Tim di€m M trén A sao cho do dai dudng gdp khiic OMA ngan nhat.

Cho ba diém A(4 ; 3), B2 ; 7) va C(-3 ; -8).

a) Tim toa do cta trong tdm G va truc tam H cla tam gidc ABC ;

b) Goi T 1a tam cta dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Ching minh 7, G va
H thang hang ;

¢) Viét phuong trinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Lap phuong trinh hai dudng phan giac clia cdc géc tao bai hai dudng thing
3x-4y+12=0 va 12x+5y-7=0.

Cho dudng tron (&) ¢6 tam I(1 ; 2) va ban kinh bing 3. Chimg minh ring tap
hop cdc diém M ma tir d6 ta v& dugc hai ti€p tuyén v6i (€) tao v6i nhau mot
géc 60° 1a mot dudng tron. Hay viét phuong trinh dudng tron dé.

Tim géc giita hai dudng thang A va A, trong cic trudng hgp sau :

a) Ap:2x+y-4=0 va Ay :5x—-2y+3=0;

b) Aj:y=-2x+4 va A2:y:5x+—.

2 2
. x° oy

Cho el P —+— =1
o elip (E) 6%

Tim toa d6 cic dinh, c4c tiéu diém va vé elip dé.
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10. Ta biét ring Mat Trang chuyén dong quanh Trai D4t theo mot quy dao la mot

94

elip ma Trai Dat 1a mot tiéu diém. Elip d6 c6 chiéu dai truc 16n va tryc nho
lan luot la 769 266 km va 768 106 km. Tinh khoang cich ngan nhét va
khodng céch dai nhét tir Trai Dat dén Mat Trang, biét ring c4c khoang céch
dé dat dugc khi Trai D4t va Mat Trang nam trén truc lén caa elip.

II. CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho tam gidc ABC c6 toa do cac dinh 1a A(1 ; 2), B(3 ; 1) va C(5 ; 4). Phuong
trinh nao sau day la phuong trinh duong cao cua tam gidc v tir A ?
(A)2x+3y-8=0; ' (B)3x-2y-5=0;
OC)s5x-6y+7=0; D)3x-2y+5=0.

Cho tam gidc ABC véi cac dinh la A(-1; 1), B(4 ; 7) va C(3 ; -2), M la trung
diém ciia doan thang AB. Phuong trinh tham sé clia trung tuyén CM 1a :

x=3+¢ x=3+t
(A) (B)

y==2+4¢; ‘ y=-2-4¢;

x=3-1t x=3+3t
© (D)

y=4+2t; y=-2+4t.

. o x=5+1
Cho phuong trinh tham s6 ctia dudng thang 4 : 9_2
y=-9-2t

Trong cac phuong trinh sau, phuong trinh nao 1a phuong trinh téng quat cha (d) ?
A)2x+y-1=0; B)2x+3y+1=0;
O x+2y+2=0; D)x+2y-2=0.

Puong thang di qua diém M(1; 0) va song song v&i dudng thing
d:4x+ 2y + 1 =0 c6 phuong trinh téng quat 1a :

(A)dx+2y+3=0; - B)2x+y+4=0;
O 2x+y-2=0; D)yx-2y+3=0.

Cho dudng thang d c6 phuong trinh téng quét : 3x + 5y + 2006 = 0. Tim ménh
dé sai trong cac ménh dé sau :

(A) (d) ¢6 vectd phdp tuyén # =(3;5);
(B) (d) c6 vecto chi phuong a = (5;-3);

(C)(d)céhéso'géckig;

(D) (d) song song vdi dudng thang 3x + 5y = 0.



10.

11.

12.

13.

.~ Ban kinh clia dudng tron tam /(0 ; —2) va tiép xtic véi dudng thang

A:3x—4y—-23=01a:

(A) 15 ; ®)5; © % : (D) 3.

Cho hai dub‘ngthfmgdl 2x+y+4-m=0va

d2:(m+3)x+y—2m— 1=0.
d, song song v6i d, khi :
Am=1; Bym=-1; OCm=2; D)m=3.
Cho(d):x+2y+4=0va (d,): 2x—y+6=0. 56 do clia géc gilta hai
dudng thing d vad,la:
(A) 30°; (B) 60°; (C) 45°; (D) 90°.
Cho hai dudng thang A :x+y+5=0 vaA, :y=-10.Géc gita A vaA, la:
(A)45°%; (B) 30°; (C) 88°57'52" ; (D) 1°13'8".

Khoang céch tir diém M(0 ; 3) dén duong thang
A xcosa+ ysin+ 3(2—sina@) =01a:

(A) ¥6 ; (B)6: (©) 3sinar; D) — .
SINX +COSX

Phuong trinh nao sau day la phuong trinh duong tron™?
(A)x*+2y*—4x—8y+1=0; (B)4x* +y* — 10x—6y—2=0:
©)xX*+y?=2x=8y+20=0; (D) x*+y* —4x+6y—12=0.

Cho dudmg tron (C) : x* + y* + 2x + 4y = 20 = 0.

Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :

(A)(C)cotam I(1 ; 2); (B)(C)cé6bankinhR=35;

(C) (C) diquadiém M(2 ; 2); (D) (C) khong di qua diém A(1 ; 1).

Phuong trinh tiép tuyén tai diém M(3 ; 4) v6i dudng tron

C): X +y —2x—4y—-3=01a:

A)yx+y-7=0; B)x+y+7=0;
Ox-y-7=0; DO)x+y-3=0.
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14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

96

Cho duong tron (C) :x2+y2—4x—2y=0véduc‘mg thing A:x+2y+1=0.
Tim ménh dé ding trong cédc ménh dé sau :

(A) A di qua tam ctia (C) ; (B) A cét (C) tai hai diém ;
(C) A tiép xic véi (C) ; (D) A khong c6 diém chung véi (C).
Pudng tron (C) : X +y* —x+y—1=0c6 tam / vabankinh R 1a :

| 11 J6
A)I-1;1),R=1; BI[—;——],R=—;
(A) I( ) (B) > > 2
© 1[—%;%],1%:%_6—; (D) I(1;-1),R= V6.

Vi gid tri nao clia m thi phuong trinh sau day la phuong trinh cua dudng tron
L+y=2m+2Dx+4my +19m—-6=07

A)l<m<?2; B)2<m<1;
Cm<lhoacm>2; D)m<-2hoacm>1.
DubngthéngA:4x+3y+m=0tié’pxﬁcvéridubngtrbn(C):x2+y2=lkhi:
(Aym=3; Bym=5; (C)m=1; DO)ym=0.
Cho hai diém A(1 ; 1) va B(7 ; 5). Phuong trinh dudng tron dudng kl’nhABlé:
A) X +y +8x+6y+12=0; (B)xX*+y* —8x—6y+12=0;
©x*+y —8x—6y—12=0; D)X +y* +8x+6y—12=0.
Dudng tron di qua ba diém A(0 ; 2), B(-2 ; 0) va C(2; 0) ¢6 phuong trinh 14 :
(A) ¥ +y =8; B)x* +y +2x+4=0;

O x*+y"—2x-8=0; D) +y?—4=0.

Cho diém M(0 ; 4) va dudng trdn (C) ¢6 phuong trinh x* + y* — 8x— 6y + 21 = 0.
Tim phét bi€u ding trong cdc phat biéu sau :

(A) M nam ngoai (C) ; (B) M nam trén (C) ;
(C) M nam trong (C) ; (D) M trung v6i tam cta (C).
2 2

Choelip (E) : ;—5+% =1 va cho cdc ménh dé :

() (E) ¢6 cac tieu diém F, (—4;0) va F (4;0);

an &) cétiss & = 2.
a 5



22.

23.

24.

25.

26.

(III) (E) ¢6 dinh A (=5 ; 0) ; (IV) (E) c6 do dai truc nh bing 3.
Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :

(A) (1) va (II) ; (B) (I1) va (1) ;

(©) (D vadll; (D) V) va (D).

Phuong trinh chinh tic cta elip c6 hai dinh 12 (=3 ; 0), (3 ; 0) va hai tiéu diém
1a(-1;0),(1;0)1a:

2 2- 2 2

X y X y
A) —+—=1; B) —+—=1;
(A) ] (B) 5 79

2 2 2 2

X y X Y
C) —+—=1; D) —+=——=1.
© o8 (D) 5

Cho elip (E) : x* + 4y> = 1 va cho cac ménh dé

(I) (E) ¢6 truc 16n bang 1 ; (ID) (E) ¢6 truc nho bang 4 ;
(III) (E) c6 tiéu diém F, [0 : ﬁ] ; (IV) (E) ¢6 tiéu cy bang \/3
2
Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :
(A) (D (B) (I va (IV) ; (O @) vadl); (D) (V).
. x2 )’2
Day cung cua elip (E) : —2+—2:1 (0 < b < a) vudng gbéc véi truc 16n tai
a“ b
tieu diém c6 do dai 1a :
2 W 242 2

(A) 2 ; (B) € = (D) .
a c c

’
a

Mot elip c6 truc 16n bang 26, ti s6 = % Truc nhé ciia elip bang bao nhiéu ?

a
(A)S; (B) 10; 0 12; (D) 24.
Cho elip (E) : 4x* + 9y? = 36. Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :
(A) (E) ¢6 truc 16n bang 6 ; (B) (E) ¢4 truc nho bang 4 ;
. o 5
(C) (E) cé tiéu cu bang J5 ; (D) (E) c6 ti s6 C - £
: a

3
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27.

28.

29.

30.
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Cho duong tron (C) tam F| ban kinh 24 va

mot diém F, & beén trong cba (C). “
Tap hgp tam M cia céc dudng tron (C’) ‘
thay ddi nhung luén di qua F, va tiép xic

voi (C) (h.3.29) 1a dudng nao sau day ?

(A) Duong thang ; (B) Dudng tron ;
(C) Elip; (D) Parabol. Hirh 3.29

Khi cho ¢ thay d6i, diém M(Scost ; 4sinf) di dong trén dudng nao sau day ?
(A) Elip; (B) Duong thang ;
(C) Parabol ; (D) Dudng tron.

x2 2

Choelip (E) : —+

> =1 (0 <b<a).Goi F , F, 1a hai tiéu diém va cho diém
a

Q‘N|'~<

M(0 ; —b). Gié tri nao sau day bang gia tri clia bi€u thiic MF MF, - OM*?
(A) ¢ ; (B) 24° ; ©2; (D) a® - b2.

2 2

Cho elip (E) : T—6+%=1 va dudng thang A: y +3=0.

Tich cdc khoang céch tir hai tiéu diém ctia (E) dén dudng thang A bang gid tri
nao sau day :
(A) 16 B)9; (©) 81; (D) 7.

ON TAP CUOI NAM

Cho hai vecto a va b c6 |2| =3, |B| =5, (Z, B) =120°. Vé6i gi4 tri ndo cha m

thi hai vecto a+mb va a—mb vudng géc véi nhau ?

Cho tam giac ABC va hai diém M, N sao cho AM = @AB ; AN =,BZE .
a) Hay vé M, N khi a = % , B= —%.
b) Hay tim méi lién hé gita o va B dé MN song song vé6i BC.



Cho tam gidc déu ABC canh a.

a) Cho M la mot diém trén dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Tinh
MA? + MB? + MC? theo a ;

b) Cho dudng thing d tuy y, tim diém N trén dudong thing d sao cho
NA% + NB% + NC? nhé nhat.

Cho tam gidc déu ABC c¢6 canh biang 6 cm. Mot diém M nim trén canh BC sao

cho BM =2 cm.

a) Tinh do dai ctia doan thing AM va tinh césin ciia géc BAM ;

b) Tinh ban kinh dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABM ;

¢) Tinh d6 dai duong trung tuyén vé tir dinh C cua tam gidc ACM ;

d) Tinh dién tich tam gidc ABM.

Chimg minh rang trong moi tam gidc ABC ta déu c6

a)a=bcosC + ccosB;

b) sinA = sinBcosC + sinCcosB;

¢) h, =2RsinBsinC.

Cho céc diém A2 ; 3), B9 ; 4), M(5 ; y)va P(x;2).

a) Tim y dé tam gidc AMB vuéng tai M ;

b) Tim x dé ba diém A, P va B thang hang.

Cho tam gidc ABC v6i H 1a truc tam. Biét phuong trinh cla dudng thang
AB, BH VA AH lan gt 1a 4x+y - 12=0, 5x—4y—15=0va 2x + 2y —9 =0,
Hay viét phuong trinh hai dudng thing chita hai canh con lai va dudng cao
thir ba.

Lap phuong trinh dudng tron c6 tam nim trén dudng thing A : 4x+3y—2=0
va tiép xtic v6i hai duong thang

d:x+y+4=0 va dy:Tx-y+4=0.

2 2
)’

100 36
a) Hay xac dinh toa do c4c dinh, céc tiéu diém cta elip (E) va vé elip d6 ;

Cho elip (F) c6 phuong trinh :

b) Qua tiéu diém cla elip dung dudng thang song song véi Oy va cit elip tai
hai diém M va N. Tinh d6 dai doan MN.

99



§1.

§2.

HUGNG DAN VA PAP SO

CHUONG I
a) Diing ; b) Ding.
a) Cac vecto cung phuong :

- =

a,b;uv;xywvaz

Py -

¢) Cac vecto nguge huéng :

U, Vi W, X; w, ¥y, w, Z

— o = = —_

d) Céc vecto bing nhau : ; ;
a) Céc vecto cling phuong véi OA : ﬁ E,

BC, CB, AO, OD, DO, FE, EF.
b) Cac vectd bing AB : OC, ED, FO.

|E+B—C:’=a, |E—FC"|=m/§.

7. a)Néu Z, b cung huéng ;

b) Néu gi4 clia avab vudng goc.

8. 2, b c6 cung d6 dai va nguoc huéng.

10. F; c6 cuomg do la 100¥3 N, nguoc
huéng véi ME, trong d6 E 1a dinh cia
hinh binh hanh MAEB.

§3.

2. AB=2Gi-v) ; BC=2a+l5

3 3 3
CA-_%._%;
3 3
3. m=—l;+§;
2
6. K 1adiém thuoc doan AB ma Ka_2,
KB 3

7. M la trung di€m cla trung tuyén CC’.

§4.

1. AB=3, MN =-5; AB va MN nguoc huéng.

100

N =

&

10.
11.

12.
13.

§1.

a)ding  b) ding d) ding.
a=(;0), b=(0:-3),
c=(3;—-4),d=(02: 3).

a), b), ¢) déu ding, d) sai.

c) sai

A(xy 5 =Yg) 5 Bl=xy ;5 yy)s
Cl=xy 5 =¥y)-

D(0; -5)

A@B; 1), B(-4;-5),C(-4; 7).
c=2a+b.

ON TAP CHUONG |

Cic vecto cin tim : OC , F_O‘, ED.

Céc khing dinh diing : a), b) va d).
ABCD 1a hinh thoi.

M, N, P l4n lugt 12 céc diém d6i ximg véi
C, A, B quatam O.

a) |E+A_‘C|=a\/§; b) |E—;4—C:|=a.

a)m=%,n=0; bym=-1,n=

L
2l

c) m=—l, n=l ; d)ym=-——,n=1
2 2 2

Céc khéng dinh diing a) va c).
Q) u=(40;-13); by x=(8;-7) ;
Qk=-2,h=-1.
2
m==.

5
Khiéng dinh diing 1a ¢).

CHUONG 11

AK = asin2a ; OK = acos2a.

p=2.
9

—_ 2 —_
cos(AC, BA)=——\/2; ; Sin(AC, BD)=1;

cos(ﬁ, C_D.) =-].



§2.
ABAC=0; ACCB=-a>.

2. a) Khi di€m O nim ngoai doan AB ta ¢
5745—[? =ab.
b) Khi diém O nim giita hai di€ém A va B
tacé OAOB=-ab.

3. b) 4RZ.
4. a) DG : 0) : b) V10(2 ++2);
c) 5. .

5. a)(a,b)=90° ;  b) (a,b)=45° :
¢) (a,b)=150°.

7. Toa d6 di€ém C cin tim 13 : C(1 ; 2) va
C (-1;2).

§3.
1. C=32°:b=61,06 cm;

¢ =38,15 cm ; ha =32,36 cm.
A=36°; B=106°28 ; C =37°32".
a=1136cm; B~37°48 ; C =22°12".
$=31,3 dvdt.

BC=vm?+n?+mn.

a) C=91°47" ; b) m_ =10,89 cm.

AU N

7. a)Géc lénnhata C =117°16" ;
b) Géc 16n nhat 13 A = 93°41".

8. A=40°:b=21231cm;c=179,40cm
10. 568,457 m.
11. 22772 m.

ON TAP CHUONG I

4. ab=-4.

9. R=23. ,

10. $=96; h =16 ;R=10;r=4;
m, =17,09.

11. Dién tich S cha tam gidc 16n nhdt khi
C=90°. .

§1.

CHUONG III
x=2+3t x==-2+t
; b
Y {y=1+4t ' ){y=3—5t.

a)3x+y+23=0; b)2x+3y-7=0.

a)AB:5x+2y-13=0;
BC:x-y-4=0;
CA:2x+5y—-22=0.

b)AH :x+y-5=0; AM:x+y-5=0.

x—4y-4=0.

a) d, cit dy; b d/ld,; ¢ d =d,.
24 -2
45°,
a) E ; b)3; ¢) 0.
5
44
13

. 1 1
I(1;D),R=2; bI|-—;—=|,R=1;
Al ) ) ( 2 4J
c)I(2;-3),R=4.

a) (x+2)%2 +(y=3)2 =52 ;

b)u+02+o—m2=§;

¢) (x=4)2 +(y-3)? =13.
a) x2+y2—6x+y—1=0;
b) x2+y2—4x—2y—20=0.
(=12 +(y-D%=1;
(x=5)2 +(y-5)? =25.
(x=42+(y-472 =16 ;

(3] i) =5
x==| +|y+=| =—.
3 3 9

a)l(2;-4),R=5;
b)3x-4y+3=0;
C)4x+3y+29=0, 4x+3y-21=0.
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§3. _
1. 2)2a=10,2b=6;
F(=4;0), F4;0);

A(=550), A5 0);

Bl 0;-3), Bz(O : 3).
b)2a=1,2b= % ;

5] o[
6 6
1 1.
(40 a[L),
1 1
Bl[ ;—5], 32’(0;5].
c)2a=6,2b=4;

F(=J5;0), F,(5;0);
A(=3;0), A,3;0);

B,(0;-2), B,(0;2).
2 2
2. a)—+y—=l; ) v 2o
16 9 25 16
2 2 2 2
3. a4 o by 42—,
25 9 4 1
4. 40-2043=5,36 cm ;
80+ 403 = 149,28 cm.
5. MF +MF,=R +R,.
ON TAP CHUONG il

1. AB:x+2y-7=0; AD:2x-y~-9 =0;

BC:2x-y+6=0.
2. (x+6)?+(y-5)% =
Sx+3y+2=0.

2

4. a)0'(-2:2); b) M(—g

5. a) G[i; %),H(B;O), T(-5;1);

b) TH =37TG :
Q) (x+572 +(y-1)2 =85

102

4

)

10.

2lx+77y-191=0;
9x -27y + 121 = 0.
(x=1)2 +(y-2)? =36

a) cos(A},A )_L

Nrch
(A,,4,)=48°21'59" ;
b) (A A ) 90°
A(=4:0), A4:0);
B (0:-3), By(0; 3);
F (=7 ;0). E,(;0).

363 517 km ; 405 749 km.

ON TAP CUGI NAM

=z

Ln|u.>

b) a= 4.
a) 24 ;

b) N 12 hinh chiéu vuéng géc ciia trong

tam G cua tam gidc ABC lénd.

N

a) AM = \/2—8 cm, cosBAM=T ;

b)R=2\£2—1c ; c)\/l—90m:-
d) 3\/§cm2.
a)y:O’y=7; b)X=—5.

AC :4x+5y-20=0;
BC:x-y-3=0;
CH:3x-12y-1=0.
(x=2)2+(y+2)2 =8
(x+4)? +(y-6)? =18.

a) A (-10;0), A,(10; 0) ;

B/ (0;-6), B,(0; 6) ;
F(-8;0), F,(8;0);
0.



BANG THUAT NG('

B
Bang gia tri lugng giac cla cac gée
dxc biét
Biéu thirc toa do cla tich vé hudng
Binh phuang vé huéng clia mét vectd

o
Cong thic Hé-réng

D
Dién tich tam giac

12}

Do dai dai s6

Diéu kién dé ba diém thang hang
Diéu kién dé hai vectd cling phuong
Dinh cha elip

Dinh Ii césin
Pinh I sin
D6 dai cha vecto
Pudng conic

E
Elip (dudng elip)

G

Géc gilta hai vecto

Géc gilta hai dudng thdng
Géc toa dd

Gii tam giac

Gia cla vecto

Gia tri lugng giac ca mot géc

H
Hé truc toa d6 '
Hé s6 géc cla dudng thdng
Hiéu cla hai vecto
Hé thirc lugng trong tam giac
Hoanh d&

K
Khodng cach tir mot diém dén mét
dudng thang
Khoang cach giita hai diém
M
M3t phdng toa do

N
Nira dudng tron don vi

37
43
41

53

53

21
15
15
87
48
51

89

85

38
78
21
55

36

21
72
10
46
23

79
45

22

35

P
Phan tich (biéu thi) mét vectd theo hai
vecto khéng cung phuong
Phuong trinh chinh tic cla elip
Phuong trinh dudng tron
Phuong trinh ti€p tuyén clia dudng tron
Phuong trinh duding thng theo doan chan
Phuong trinh t8ng quat cla dudng thing
Phuong trinh tham sé ctia duding thédng

Q
Quy téc ba diém
Quy téc hinh binh hanh

T
Tam d6i xiing cla elip
Tiéu cy cha elip
Tiéu diém cla elip
Tich cha vecto vai mét sd
Tinh chat ca phép cdng cac vectd
Tich v6 hudng cla hai vecto
Toa dé cia mot diém
Toa d6 clia vecto
Toa d6 cuta trong tdm tam giac
Toa do trung diém clia doan thdng
T8ng cua hai vecto
Truc nhd cla elip
Truc d6i xitng cda elip
Truc hoanh
Truc 18n cla elip
Truc toa d6
Truc tung
Tung d6

Vectdo

Vecto dan vi

Vecto bang nhau

Vectd cung hudng

Vecto cung phuong

Vectd chi phuong ctia dwong thang
Vecta doi

Vectd - khong

Vecto ngudc hudng

Vectd phap tuyén clia duwdng thdng
Vi tri tugng déi clia hai dudng thang

15
86
81
83
75
74

71

86
85
85
14

M
23
22
25
25

87
86
21
87
20
21
23

(6,6, o R o ) INN N
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Chuomg |,

Chuong Il

Chuong I,

104

MUC LUC

VECTO
§1. Céc dinh nghia
Cau hdi va bai tap
§2. Téng va hiéu cla hai vecto
Cau hdi va bai tap
§3. Tich clia vecto véi mét s6
Cau hdi va bai tap
§4. He tryc toa do
Cau hdi va bai tap
On tép chuong |
| Céu héi va bai tap
Il. Cau héi tréc nghiém

TiCH vO HUGNG CUA HAI VECTO VA UNG DUNG
§1. Gia tri luong giac clia mét goc bét ki tir 0° dén 180°
Cau hdi va bai tap
§2. Tich vd huéng cla hai vecto
Cau héi va bai tap
§3. Cac hé thuc luong trong tam gi4c va giai tam giac
Cau hdi va bai tap
On tip chuong If
1. Céu héi va bai tap
II. Cau hdi tréc nghiém

PHUONG PHAP TOA DO TRONG MAT PHANG

§1. Phuong trinh dudng thang
Cau hdi va bai tap

§2. Phuong trinh dudng trén
Cau héi va bai tap

§3. Phuong trinh dudng elip
Cau héi va bai tap
On tip chuong I
|. Céu héi va bai tap
II. Céu hdi tréc nghiém
On tdp cuéi nam
Huéng dén va dap s6
Bang thuat ngir

34
35
40
41
45
46
59
62
62
63

69
70
80
81
83

88
93
93

98
100
103



HiN

§£

VUONG MIEN KIM CUONG
HUAN CHUONG HO CHI MINH CHAT LUQNG QuOC TE

SACH GIAO KHOA LGP 10

1. TOAN HOC 8. TIN HOC 10
e DAI SO 10 e HINH HOC 10 9. CONG NGHE 10
2. VAT Li 10 10. GIAO DUC CONG DAN 10
3. HOA HOC 10 11. GIAO DUC QUOC PHONG - AN NINH 10
4. SINH HOC 10 12. NGOAI NGU
5. NGU VAN 10 (tap mét, tap hai) e TIENGANH 10 o TIENG PHAP 10
6. LICH SU 10 e TENGNGA 10 e TIENG TRUNG QUOC 10
7.DIALI10

SACH GIAO KHOA LOP 10 - NANG CAO

Ban Khoa hoc Tu nhién : « TOAN HOC (BAI SO 10, HINH HOC 10)
o VAT Li 10 « HOA HOC 10 « SINH HOC 10
Ban Khoa hoc Xa hoi va Nhan van : e NGU' VAN 10 (tap mét, tap hai)
« LICHSU 10 « DIA LI 10
« NGOAINGU (TIENG ANH 10, TIENG PHAP 10,
TIENG NGA 10, TIENG TRUNG QUGC 10)

I}

4

4‘
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